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Prefacio

Estimado(a) Leitor(a),

O que ¢ apresentado nesta obra ¢ resultado do trabalho docente incessante e de alta qualidade
durante a maior crise sanitaria desde a gripe espanhola no século XX. A pandemia do novo coronavirus
causou a disseminacdo mundial da Covid-19, o isolamento social, /lockdowns ao redor do mundo,
quarentenas e milhares de contaminagdes e 6bitos que poderiam ter sido evitados. Mas como as
contaminagdes e Obitos poderiam ser evitados se pouco se conhecia acerca do novo virus?

A resposta esta também em cada capitulo desta obra. Contaminacdes e 6bitos poderiam ter sido
evitados se os conhecimentos cientificos produzidos em diversas ciéncias, entre as quais a Matematica,
tivessem sido levados em consideracao desde o inicio da pandemia. Uma licio preciosa e dura que
podemos tirar de 2 anos de pandemia é que ouvir a Ciéncia, desenvolver o pensamento cientifico, educar
pelas praticas cientificas remotas, hibridas e semipresenciais, além de valorizar os profissionais da
educacio brasileira é a senha para que em novas ondas pandémicas estejamos mais preparados.

Assim, cada educador(a) que escreveu suas pesquisas nesta obra cientifica representa a for¢a e a
competéncia do profissionalismo docente brasileiro, promovendo agdes remotas durante a pandemia
com tecnologias moéveis com materiais adaptados e ludicos para atrair a atencdo de milhares de estudantes
que tiveram que estudar em suas casas, muito deles com extrema dificuldade de conexao de internet, mas
sempre com o amparo ¢ a dedicagdo dos professores e de suas familias.

Destacamos as agoes docentes que buscaram reduzir a desigualdade social e tecnolégica em
muitos lares brasileiros com a¢des de alfabetizacdo cientifica online promovendo oficinas, /wves, aulas
sincronas e assincronas em ambientes virtuais de aprendizagem, em suas universidades e institutos
federais, para que cada estudante pudesse continuar seus estudos e compreender que somente com um
pensamento critico é possivel combater as atrocidades promovidas por dois virus.

Um virus, o da covid-19, que a ciéncia conseguiu combater por meio da criagao de vacinas em
centros de pesquisa de instituigdes publicas brasileiras como o Butantan e a Fiocruz em parcerias com
milhares de pesquisadores de universidade publicas brasileiras e estrangeiras. O segundo virus que é tao
letal quando o primeiro que é o virus da desinformagao que geram as denominadas fake news, também s6
¢ possivel ser combatido com uma “vacina”, a alfabetiza¢do cientifica capaz de gerar cidadaos criticos e
capazes de ler, e interpretar conhecimentos, informagoes e noticias falsas.

Para combater ambos os virus, ficou claro durante dois anos de pandemia que a Educagio e a
atuacao de Educadore(a)s comprometidos com a Ciéncia promovera estabilidade e seguranga nas futuras
acoes hibridas que permeariao o denominado “novo normal”. Nessa nova caminhada, mais do que antes,
a acao dos educadores sera decisiva em aulas hibridas, contextos inter e transdisciplinares, com

metodologias ativas, em aulas inclusivas e propostas de sala de aula invertida, realiza¢ao de projetos de



extensio, agdes de iniciagdao cientifica e salas de aula transformadas em laboratérios para investigagao
cientifica.

Por fim, que todos o(a)s educadore(a)s brasileiro(a)s se inspirem nos conteudos, saberes e
conhecimentos problematizados nos capitulos dessa importante obra, elaborada para a divulgagao
cientifica.

Que mesmo diante dos maiores desafios sociais e profissionais cultivemos cada vez mais em
nossas praticas educativas o verbo esperancar ensinado e exemplificado pelo nosso educador e patrono da
educacdo Paulo Freire, esperancar no sentido de seguirmos em frente cientes dos aprendizados durante a
pandemia e cientes de que na pos-pandemia o caminho deve ser iluminado pelas luzes da Ciéncia.

Que estejamos unidos a Todo(a)(e)s que creem que a Educagao pode libertar qualquer povo das
garras de regimes totalitarios e neofascistas que maltratam e excluem.

Juiz de Fora, 15 de abril de 2022.

Marco Aurélio Kistemann (Pesquisa de Ponta-UF]JF)
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Introducgao

O laboratério itinerante é uma agao do Laboratério de Ensino de Matematica (LabEM) que se
iniciou em parceria com Pibid e tem por objetivo levar aos alunos de escolas publicas do entorno do
campus metodologias norteadas pelas tendéncias em Educacdo Matematica que auxiliem na
aprendizagem de conceitos matematicos. A¢oes do laboratério itinerante acontecem desde 2018 e tém
contribuido para o estimulo a pratica da pesquisa para alunos do curso de licenciatura em Matematica da
institui¢ao, além de auxiliar os estudantes a superarem algumas dificuldades que surgem durante a
aprendizagem dos conceitos matematicos.

No momento, o laboratério tem realizado parcerias com algumas escolas da rede estadual de
ensino do Rio de Janeiro que se localizam nos municipios de Mesquita e Nilépolis. As atividades
realizadas com os alunos das escolas envolvidas exploram tanto conceitos matematicos de forma
interdisciplinar, como também jogos e sequéncias de ensino com uso de materiais manipulativos
industrializados ou construidos com material de baixo custo. A aplicacio dessa metodologia tem
contribuido para aproximar o licenciando da realidade que vai atuar, pois, em muitas realidades, a escola
nao dispoe de recursos didaticos que possibilitem uma construg¢ao significativa de conceitos matematicos.
Nesse sentido, o uso desses recursos a partir de materiais de baixo custo pode contribuir para que os
futuros professores sejam instrumentalizados quanto a constru¢ao de materiais que atendam as diferentes
necessidades dos alunos quanto a aprendizagem da Matematica.

Vendo o bom andamento do projeto e a possibilidade de ampliagao dele, em 2019 o projeto foi
submetido a fomento a Coordenac¢ao de Extensiao (Coex) do IFR], sendo aprovado em dezembro desse
mesmo ano. Durante o inicio de 2020, ainda no periodo de planejamento das agdes com as escolas
parceiras, houve a necessidade de paralisagdo das atividades presenciais por conta da epidemia da covid-
19. Nesse instante, foi necessario reestruturar o projeto para que suas agoes fossem em formato remoto.
Dessa maneira, realizamos uma oficina pelo google meet na XXV Semana de Tecnologia (Sematec), com
colaboragio da equipe do projeto Desenvolvimento Jogos Digitais na Educacao' (DJDE) do Colégio de
Aplicacao da UFR] e do Projeto de Pesquisa Pesquisa de Ponta, ligado 2 Universidade Federal de Juiz de
Fora (UFJF), com o titulo Despertando para educacio financeira: uma introdugao gamificada. Nela houve a
participagdo de alunos do ensino médio, do curso de licenciatura em Matematica, professores de
Matematica da Educagao Matematica e uma professora de ensino superior.

Além da participacao na Sematec, foi desenvolvido um ciclo de formagao com transmissao pelo
canal do Laboratério Ensino de Matematica (LabEM) no YouTube, com quatro encontros. No primeiro

encontro, o professor Fernando Villar (CAP-UFR]) ministrou a oficina Prdticas Diddticas Interativas e

1 Site do projeto disponivel em https:/ /www.jogosdigitais.cap.uftj.br/



Avaliativas no Ensino Remots’. Nela ele apresentou um pouco da sua experiéncia com os alunos do Colégio
de Aplicagao da Universidade Federal do Rio de Janeiro durante a pandemia do coronavirus. O segundo
encontro foi com o professor Luiz Felipe Lins (SME-R]), por meio da palestra Desenvolvendo competéncias e
habilidades por meio da metodologia de projetos nas anlas de matematica’, que falou a respeito da sua experiéncia
com alunos da rede municipal de educa¢io da cidade do Rio de Janeiro, incluindo o projeto que o
conduziu ao “Prémio Shell de Educagao Cientifica” em 2020. No terceiro encontro, a professora Ana
Kaletf (UFF) proferiu a palestra Conceitos elementares de Geometrias nao euclidianas na escola basica: por qué? Para
qué?', em que apresentou reflexdes sobre o ensino da geometria nio euclidiana na escola bésica frente as
otientagdes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), em que se destaca a importancia do ensino e
aprendizagem da geometria nao euclidiana na escola basica no contexto da escola do século XXI. No
quarto e ultimo encontro do ciclo, as professoras Daniela Mendes (Uerj — Laboratério Sustentavel de
Matematica/Seeduc) e Datling Domingos (Laboratério  Sustentivel de Matematica/Seeduc)
desenvolveram a oficina Ensino de niimeros reais com multimeios’.

Por fim, em junho de 2021, foi realizada a oficina Aprendendo Geometria com as Maos em formato
remoto. Tal a¢do foi em parceria com uma escola publica da rede estadual de ensino do Rio de Janeiro,
localizada no municipio de Mesquita, na Baixada Fluminense, tendo a participa¢ao de alunos do 6°. ao
9°. ano do ensino fundamental. Ela ocorreu em dois encontros, que permitiram o desenvolvimento do
conceito de simetria com apoio de dobraduras.

Como fruto de parte das agoes realizadas durante o projeto, apresentamos este ebook composto
por quatro capitulos, que serdo descritos a seguir:

No primeiro capitulo, Geometria na Pandemia, os autores André Luiz Souza Silva, José Carlos
Gongalves Gaspar e Vilmar Gomes da Fonseca apresentam uma proposta didatica inovadora para o
ensino de simetria axial, com base em uma sequéncia didatica de quatro tarefas exploratérias com recurso
de dobraduras, recortes e uso de tecnologias digitais. Essa proposta didatica resulta de agées do LabEM
Itinerante do IFR]/Campus Nilépolis, a partir da realizacio de um projeto de extensio realizado numa
escola publica do municipio de Mesquita-RJ, e teve como base uma experiéncia de ensino que foi
planejada e executada em contexto de ensino remoto, durante o advento da pandemia da covid-19 nessa
escola. Os autores apresentam as premissas que influenciaram a constru¢ao da proposta didatica, a saber:

(i) o contexto da pandemia e o seu conjunto de limitagoes e desafios impostos; (ii) a escolha de contetdo

2 Disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=fYOgdh15mIL4&list=PLjcNnx9286N-NarGpFIdTASmdtrv-Elpi,
com 1644 visualizagbes em 15 de abril de 2022.

3 Disponivel em  https://www.youtube.com/watch?v=0qJohU8Yhsw&list=PLjcNnx9286N-NarGpF9dTASmdtrv-
Elpi&index=2, com 750 visualiza¢des em 15 de abril de 2022.

4 Disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=YxeW-2q_TMM&ist=PLjcNnx9286N-NarGpFIdTASmdtrv-
Elpi&index=3, com 755 visualizagGes em 15 de abril de 2022.

5 Disponivel em  https://www.youtube.com/watch?v=6yOFpdqD-tw&list=PLjcNnx9286N-NarGpFIdTASmdtrv-
Elpi&index=4, com 583 visualiza¢des em 15 de abril de 2022.
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de geometria que considera as ideias de Felix Klein (1849-1925) no programa Erlangen; e (iii) praticas
emergentes para o ensino de matematica que consideram o uso de recursos manipulaveis e tecnologicos.
A seguir, apresentam uma descricdio comentada da proposta didatica e seus objetivos, e finalizam
propondo reflexodes sobre possibilidades de criagao de ambientes de ensino promotores de aprendizagens
significativas.

No segundo capitulo, intitulado Prdticas Diddticas Interativas e Avaliativas no Ensino Remoto, o autot,
a partir do Ensino Remoto Emergencial (ERE) que surgiu no ano de 2020 como alternativa para dar
continuidade as atividades escolares e, simultaneamente, preservar a saude de estudantes e docentes,
durante a pandemia causada pelo virus Sars-CoV-2, discute que inicialmente muitos docentes se
posicionaram contrarios a0 ERE porque entendiam que nao seria possivel fazer ensino remoto de
qualidade na educagao basica. No entanto, com o passar dos dias e o estudo e a dedicagao de milhares
de docentes em todo o mundo, foram criados caminhos alvissareiros para a educagao frente aos desafios
que se apresentaram. Neste texto sao apresentadas algumas praticas didaticas desenvolvidas e utilizadas
por docentes do Colégio de Aplicagio da UFR], de forma que o potencial dos recursos digitais fosse
demonstrado por meio das avaliagdes positivas de estudantes, responsaveis, licenciandos e docentes de
diferentes disciplinas.

No terceiro capitulo, cujo tema é Conceitos elementares de Geometrias nao enclidianas na escola bdsica: por
qué? Para qué?, a autora espera responder a algumas questdes que acredita serem pertinentes a esse tempo
da pandemia provocada pelo novo coronavirus, bem como para o futuro, com os ensinos hibrido e
remoto. Apresenta um conjunto de questoes relacionadas as geometrias nio euclidianas (GNE) que
podem levar o(a) leitor(a) a pensar nao ter ligacio com a pandemia. Para responder ao “por quér” do
titulo, a autora apresenta como entende a criagdo de novos conhecimentos cientificos e as logicas
envolvidas com as agoes relacionadas ao pensamento cientifico que os embasam, a Educagio e a
Matematica. Para tanto, inicia com uma breve introdugao histérica a geometria euclidiana; em seguida,
contextualiza como surgiram as GNE e as consequéncias desse surgimento para as Ciéncias e para a
pandemia. Para responder ao “para qué?” se introduzir as GNEs no Ensino Médio, analisa como o
pensamento cientifico e o ensino das representagdes matematicas sao apresentados na Base Nacional
Comum Curricular, bem como eles se interligam em relacio a pandemia; elenca alguns resultados de
pesquisas realizadas, no ambito da formagao de professores de Matematica e do livro didatico; e finaliza
com consideragoes sobre exemplos de GNE que podem ser utilizados na escola basica.

A fim de contribuir para a apropria¢ao das tecnologias digitais por parte dos professores de
matematica e para seu uso com intencionalidade didatica, o texto do quarto capitulo, Problematizacio dos
ndimeros reais com recursos da Geometria Dindmica: Descobrindo lacunas na reta numérica, introduz um conjunto de
atividades educacionais pensadas para a problematizagao e a aprendizagem dos nimeros reais com o uso

de recursos tecnolégicos escolhidos de maneira a propiciar uma abordagem interativa e dinamica do tema.



Sio trés construcdes eletronicas, chamadas de applets, que favorecem a exploragao de importantes
orientacoes didaticas.

Para finalizar, agradecemos a dire¢ao do Instituto Federal de Educagio, Ciéncia e Tecnologia do
Rio de Janeiro — Campus Nilépolis pelo apoio dado a esse projeto de extensao por meio de fomento

oriundo do edital interno n° 11.
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Capitulo IV

Problematizagcao dos nimeros reais com aplicativos:
Descobrindo lacunas na reta numérica

Recebido em: 15/07/2021 Daniela Mendes Vieira da Silva'

Aceito em: 25/08/2021 Darling Domingos Arquieres”

4 10.46420/9786581460372cap4 Ton Moutinho®
INTRODUCAO

Estudos como Barbosa (2012, 2014), Brandao (2005) e Paranhos (2005) apontam que recursos
das tecnologias digitais ainda sio pouco explorados no processo de ensino e aprendizagem de
matematica, no contexto escolar. A fim de contribuir para a apropriagao dessa tecnologia por parte dos
professores de matematica e para seu uso com intencionalidade didatica, o presente artigo introduz um
conjunto de atividades educacionais pensadas para a aprendizagem dos numeros reais com o uso de
recursos tecnologicos escolhidos de maneira a propiciar uma abordagem interativa e dinamica do tema.
Sdo trés construcdes eletronicas, chamadas de applets (pequeno programa que executa uma atividade
especifica, dentro de outro programa maior), que favorecem a exploragio de importantes orientagdes

didaticas.

Adiante apresentamos uma revisio a respeito do conjunto dos numeros reais e os principais
aspectos que o diferenciam do conjunto dos nimeros racionais, e explicamos em mais detalhes o tipo de
problematizagdo que escolhemos para justificar a extensao dos nimeros racionais para os reais. Na

sequéncia descrevemos os objetivos especificos.

Ambos os conjuntos numéricos, dos reais, R, e dos racionais, (), possuem a mesma estrutura
algébrica basica. Em termos matematicos formais, os dois conjuntos possuem a estrutura de corpo
ordenado, isto é, satisfazem as mesmas propriedades basicas envolvendo as operagoes aritméticas de
adicdo e multiplicagao e envolvendo a nocio de ordem. Assim, propriedades como ax = b = x =
b/a,quandoa # 0,ea < b = a + ¢ < b + c sao verdadeiras tanto no contexto dos nimeros

racionais quanto no dos numeros reais. Isso quer dizer, por exemplo, que o tratamento para resolver a

! Secretaria Estadual de Educacio do estado do Rio de Janeiro.
2 Secretaria Estadual de Educagio do estado do Rio de Janeiro.
3 Departamento de Andlise, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal Fluminense.
* Daniela Mendes Vieira da Silva: danielamvds@yahoo.com.br
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equacio 3x = 5 ou a equacdo V2x = 5, a fim de isolar x, é o mesmo, ndo importa a natureza do numero,

se é racional ou irracional.

A analogia entre os conjuntos @ ¢ R nio funciona plenamente, é s6 lembrat, por exemplo, que a
equacio x* = 2 ndo tem solu¢io em @, mas tem em R. Além de diferencas sutis com relacio as
propriedades algébricas, existe outro aspecto que distingue de modo bem mais marcante o conjunto R
do conjunto @Q, o aspecto topoldgico. Em termos matematicos formais, diz-se que R é mais precisamente
um corpo ordenado completo. A explicacio matematica para o termo completo ¢ um tanto técnica para
os propositos do presente artigo. Evitando o formalismo matematico, podemos pensar que a completeza
— alguns autores usam o termo completude — dos numeros reais se refere a existéncia de uma
correspondéncia do conjunto com todos os pontos da reta numérica. Ou ainda, podemos pensar que R
¢ o corpo ordenado completo que estende Q) e completa o preenchimento de toda a reta numérica.
Inclusive, ¢ justamente esse aspecto topoldgico que garante a existéncia da solucio para a equacio x* =
2, o irracional \/E, ou 2 existéncia de medidas como a da circunferéncia de diametro 1, o irracional m. A
completeza também garante que R nio é enumeravel, ou contavel, mais uma diferenca com relagao ao
conjunto Q. Em linguagem mais precisa, a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais ¢ maior do que
a do conjunto dos nimeros racionais. Em linguagem nio tdo precisa, o infinito dado pelo total de

elementos de R é maior do que o de Q.

Comungamos com a ideia de que o ensino dos numeros reais deva ser precedido pela
problematizagdo da extensdo dos nimeros racionais a partir de situagoes-problema onde o conhecimento
destes nao seja suficiente para a obtencdo de uma solugdo. Torna-se central, entdo, estabelecer quais

seriam as situagoes-problema adequadas para esse objetivo.

Um tipo de situagdo-problema que pode mostrar a necessidade de ampliagio dos nimeros
racionais é dado por problemas envolvendo equagdes algébricas. Problemas como o de encontrar a

solugio de x% = 2, ou variages algébricas deste, leva a uma enorme colegio de nimeros irracionais,

3 1++/5 L , ~ o , .
como V2, V3, V7 ou . (esta dltima é a expressao algébrica do famoso numero de ouro @, raiz da

equagio x?- x - 1 = 0). Mesmo sendo importantes, principalmente para a explicagio de que esses

objetos ndo representam nimeros racionais, problemas algébricos desse tipo nao sao suficientes para a

obtengao de todos os nimeros irracionais. O nimero 7 é um exemplo.

Lembrando que ¢ a propriedade de ser completo que diferencia o conjunto R do conjunto Q,
estamos considerando que a problematizacio da extensio de @ envolve principalmente situacGes-
problema relacionadas com a ideia de marcagao ao longo de toda a reta numérica, e que aborda o fato de

que os numeros racionais nao conseguem cobri-la. Cabe destacar um obstaculo existente em tarefas de
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marcagdo na reta numérica, ou de medi¢io. De modo geral, ndo existe como saber se determinada
representacio numérica ou na reta numérica corresponde a um numero racional ou nao, a nao ser por
argumentag¢ao formal. Por exemplo, em uma atividade de marcacao, digamos que com régua e compasso
em uma folha de papel, da diagonal do quadrado de lado 1 na reta numérica, nao tem como saber sé pela

marca obtida, ou pelo processo de construcio realizado, se esta corresponde a um nimero racional.

Lancando mio do teorema de Pitagoras, por exemplo, até podemos obter uma representagao

algébrica para a diagonal, a saber, V2. E ainda assim, s6 olhando esta representa¢ao nao temos como
saber se a marca corresponde a uma fracio de ndmeros inteiros ou nao. Até onde sabemos, a
comprovagao, ou mesmo o reconhecimento, de que a diagonal do quadrado de lado 1 nio corresponde
a nenhum numero racional é dada por um argumento formal, normalmente envolvendo um método de

prova conhecido como prova por contradi¢ao, ou redu¢ao ao absurdo.

S6 para reafirmar essa ideia, lembramos que a constatacao de que o numero 7 nao ¢ um numero
racional s6 ocorreu no século XVIII, devido a Johann Heinrich Lambert, mesmo sendo conhecido e até
utilizado desde as civilizagGes antigas, como a dos egipcios e dos babilonios. Foram mais de trés mil anos
até se encontrar uma explicagao definitiva para o fato de que a medida de 7 ndo corresponde a nenhum

numero racional.

Este estudo se justifica pois ele mostra uma abordagem diferenciada do ensino tradicional dos
numeros reais presente em livros didaticos em geral e, por conseguinte, presente também nas salas de
aula, uma vez que os livros didaticos sdo o material de apoio mais utilizado pelos professores (Gomes et

al,, 2014).

A abordagem encontrada em diversos livros didaticos de Matematica em relagdo ao ensino de
numeros reais aponta comumente que os nimeros racionais sao aqueles que podem ser escritos em forma
de fracdo com denominador e numerador inteiros e denominador diferente de zero, que todo nimero
que ndo ¢é racional é irracional e que a reunido dos nimeros irracionais e racionais compoe o conjunto
dos numeros reais (Ripoll et al., 2016). O estudo de Gonzalez-Martin et al. (2013) a respeito da introdugao
dos nimeros reais no ensino escolar apresenta uma visao relativamente ampla de como os livros didaticos

brasileiros lidam com a questao.

Segundo resultados obtidos, livros didaticos comegam fornecendo defini¢oes e propriedades
articuladas como conhecimentos de listas de regras sem justificativas e como procedimentos a serem
sabidos. Em particular, problemas que motivaram a expansao do conjunto dos numeros racionais ou que
justifiquem a necessidade dos novos conceitos nao sao trabalhados nesses materiais instrucionais. A

abordagem algébrica é dominante e a maioria das tarefas requer a simples reproducao de técnicas. Um
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problema nesse quadro descrito é que, como veremos na proxima se¢dao, a abordagem algébrica é

insuficiente para justificar a criagao de todo o conjunto dos nimeros reais.

Considerando os aspectos matematicos expostos a respeito dos nimeros reais € 0 COMPromisso
didatico de problematizar o conceito a ser introduzido antes da sua formaliza¢do, concluimos esta segao
apresentando as inten¢oes didaticas e matemdticas que nos guiaram no presente trabalho. A saber,
visando o questionamento das limitacGes dos numeros racionais para problemas de medi¢ao, ou
marcagdo na reta numérica, procuramos desenvolver atividades didaticas que pudessem levar um

educando a fazer questionamentos como os seguintes.

e I possivel estabelecer uma correspondéncia entre todos os pontos da reta e os nimeros racionais?
e Numeros obtidos por outros meios que nao sejam diretamente pela fracao de inteiros podem ser
representados na reta numérica? Podem ser medidos pelos numeros racionais?
® (Qualquer segmento de reta pode ser medido pelos nimeros racionais?
Portanto, o objetivo geral do presente estudo é o de apresentar uma sequéncia comentada de

atividades para a constru¢dao dos numeros reais relacionando-os a completeza da reta real.
Como objetivos especificos temos:

® Tazer uma discussido tedrica sobre a completeza da reta real.
® Seclecionar e apresentar applets gratuitos que facilitem a construcao da completeza da reta real.
® Discutir a utilizacao dos applets supracitados para a construcao da completeza da reta real.
Este estudo esta estruturado nesta introduciao, em uma se¢ao de materiais e métodos, em uma
sessdo de apresentaciao de uma sequéncia de atividades propostas e comentadas, em consideragoes finais

e em referéncias bibliograficas.

MATERIAIS E METODOS

Por materiais nos referimos aos trés applets que serao explorados aqui como uma ferramenta
didatica de mediagdo. Por métodos nos referimos a estratégias e orientagdes que tornarao os applers um
material didatico. Iniciamos apresentando os referenciais teéricos que inspiraram o método de utilizagao
dos applets como uma ferramenta de media¢ao na construcao de conhecimentos sobre os nimeros reais.
Considerando que a nossa proposta é a de trabalhar com alunos em um ambiente computadorizado
dinamico e considerando o objetivo de problematizar a introdugao de um conceito a ser introduzido, nos

referimos a Arcavi et al. (2000) e a Duval (2003).
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Arcavi et al. (Ibidem) destacam alguns componentes importantes para atividades didaticas que
antecipem a formaliza¢ao de conhecimentos matematicos, a saber, visualizagao, experimentagao, surpresa

e feedback. Vejamos mais detalhes sobre essas quatro caracteristicas.

Em ambientes computadorizados dinamicos encontramos recursos que facilitam a representacao
e visualizagao das informagoes envolvidas em uma dada situagao-problema. Mais ainda, existem recursos
que permitem transformar objetos construidos em tempo real, o que facilita a descoberta de relagdes que
se destacam ao permanecerem invariantes por tais transformagdes. Na verdade, ambientes dinamicos
assim oferecem recursos para diversos tipos de testagens e verificagdes dos diversos exemplos
produzidos, como medicio, comparacio, deformacdes de figuras e mudancas de configuracdes. E a
possibilidade real de se experimentar em Matematica. Experiéncias, principalmente em Matematica, nao
podem ser usadas para justificar uma afirmagao, mas sao importantes para dar suporte na formagao de

conjecturas ou podem ajudar a produzir um exemplo que eventualmente refute determinada conjectura.

Ainda segundo Arcavi et al. (Ibidem), ambientes computadorizados dinamicos também tém o
potencial de promover surpresas com relacao as previsdes feitas pelo aluno para a situacao-problema
considerada e de fornecer um feedback referente as a¢oes de testagem realizadas pelo aluno. Porém, os
autores fazem ressalvas importantes com relagio ao planejamento das atividades didaticas envolvendo
tal ambiente virtual. Em primeiro lugar, é importante pedir que alunos facam previses explicitas e
ponderadas a respeito da exploragdo a ser realizada no ambiente computadorizado. Depois, € interessante
planejar cenarios, isto ¢, configuracbes para os objetos matematicos envolvidos e representados no
ambiente computadorizado, de tal maneira que o aluno possa ser surpreendido de alguma forma, com
relacdo as previsoes feitas inicialmente. A ideia é que resultados inesperados despertem no aluno o
interesse em um novo exame de seus conhecimentos e suposi¢oes. E para que o aluno seja surpreendido,
¢ importante que ele tenha um feedback de suas agbes e dos resultados obtidos delas. Ou seja, o cenario
projetado para o ambiente computadorizado deve levar em consideragao esses aspectos. Cabe notar que

esse tipo de ambiente se destaca por possibilitar um feedback imediato.

Também consideramos orientagdes de Duval (2003) e entendemos que a construgio de
conhecimentos matematicos depende de trés tipos de agdes ligadas a representagio do objeto
matematico: o proprio ato de representar o objeto matematico em questao; tratar a representacao obtida
dentro de um dado sistema de representacdo; e converter a representagao para um outro sistema de

representacao.

A representa¢iao de um objeto matematico pode se referir a uma das seguintes modalidades de
representacao: simbolos, signos, codigos, tabelas, graficos ou desenhos. O termo, sistema de

representacao, se refere a uma dessas modalidades como um conjunto de registros de representagao. Por
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exemplo, podemos representar a unidade dividida em trés partes por 1/3 ou 0,333..., também podemos
recorrer a uma representagdo geométrica, por exemplo, na reta numérica. Quando realizamos a
transformacdo 1/3 = 2/6, fizemos um tratamento, e, quando realizamos a transformacio 1/3 = 0,333...,

fizemos uma conversao.

Segundo Duval (Ibidem), a realizagao das transformacoes do tipo conversao ¢ necessaria para a

compreensao de conceitos matematicos.

Os trés applets sio “Cobrindo um segmento com fracdes™, “Raiz de 2 é racional?”” e
“MusiCalcolorida™". A partir de agora vamos nos referir a eles como applet 17, applet 2 ‘e applet 3,

respectivamente.

Cada applet sera descrito em mais detalhes na proxima se¢ao (vale a pena conferir as figuras 1,2 ¢
3 antes de continuar a leitura), mas por hora vamos destacar algumas caracteristicas gerais dos trés

aplicativos e o método geral de uso deles.

O primeiro ponto ¢ considerar a acessibilidade proporcionada pelo applet de trabalho, o que ele
proporciona ao usuario. Os trés applets que estamos estudando sao bastante intuitivos, pois possuem uma

boa visualizacao das informacgdes a serem trabalhadas e sdo de facil interacio.

Outra questao importante ¢ saber se o applet de trabalho presta bem para os objetivos
matematicos, ou seja, a propriedade ou conceito que o professor que trabalha com os alunos. No nosso

caso, nenhum dos trés applets apresenta qualquer relagao explicita com nosso assunto, nimeros reais. SO

o applet 2 exibe uma representa¢ao da reta numérica com a indica¢ao de somente trés numeros, 0, 1 e V2,
isso parece ser muito pouco. Contudo, essa caracteristica dos trés applets nao é determinante, pois cada
applet apresenta um sistema de representacdo que pode ser correspondido com um sistema de
representacao simbolico para os numeros reais e que tem grande apelo intuitivo. As applets 1 e 2 remetem
a ideia de numeros reais corresponderem a pontos da reta, enquanto o appler 3 remete a ideia de padrao

e ritmo, apelos intuitivos interessantes para a classificagdo dos tipos de dizima numérica.

De posse de um applet e de um objetivo matematico, o proximo passo ¢é estabelecer uma pergunta

interessante, que nao seja um problema rotineiro e que possa levar o aluno a surpresas. Pode ser

2 https://www.geogebra.org/m/eWIMIdWv.

3 https://www.geogebra.org/m/ewRQGAAP.

4 http://matematicainclusiva.net.br/aplicativo.php.
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interessante apresentar a pergunta ao aluno mostrando como a questiao se relaciona com o applet de

trabalho.

Apbs a pergunta ser apresentada, deve-se pedir para o aluno fazer uma previsao sobre a questao
e ponderar sobre ela. F importante pedir para o aluno registrar sua resposta e ponderacées, por escrito
ou explicando para o professor. Inclusive, isso pode ser uma oportunidade para avaliar como o aluno
administra seus conhecimentos sobre o assunto trabalhado. A atividade de exploracio do applet deve
comecar a partir desse momento. A ideia ¢ inserir dados variados e utilizar todos os recursos de
interatividade. A facilidade na representacao e visualizaciao de conceitos relacionados aos nimeros reais

deve produzir boas surpresas para o aluno.

Acabamos de apresentar um resumo do roteiro de trabalho com applets que estamos sugerindo.
Antes de passarmos para a proxima se¢ao, onde iremos dar mais detalhes a respeito dessas agdes descritas,
enfatizamos que ao longo de todo o processo ¢ fundamental que o professor faga a mediacao das a¢oes
de representagio que serdo necessarias a todo momento. Vejamos todas essas questoes em mais detalhes

a seguit.

SEQUENCIA DE ATIVIDADES PROPOSTAS E COMENTADAS

Apresentamos e comentamos aqui uma sequéncia de atividades que abordam a completude do

conjunto dos numeros reais utilizando, para tanto, recursos tecnoldgicos de uso livre e gratuito.

A primeira pratica pretende fazer com que o participante compreenda que o conjunto dos
racionais, embora denso (uma vez que entre dois nimeros racionais sempre é possivel interpor um outro
numero racional), ndo é suficiente para cobrir toda a reta real. O gpplet 1 é o aplicativo utilizado para essa

pratica. A pergunta que elaboramos para motivar o estudo com alunos é a seguinte.

Questio: E possivel preencher completamente o segmento entre 0 e 1 da reta numérica com

numeros racionais? Explica como pensou sobre o assunto.

Entendemos que a questao apresentada nao é do tipo problema rotineiro. Isto é, a resolugao do
problema colocado dificilmente se dara pela substituicao de dados em um problema genérico ja resolvido
anteriormente. Consequentemente, o aluno precisara administrar seus conhecimentos sobre o assunto

em questdo, quando lhe for pedido para ponderar e se posicionar a respeito da pergunta colocada.

De acordo com a dinamica estabelecida na se¢ao anterior, é importante deixar o aluno explicar
como ele pensou sobre a pergunta colocada e lembrar que ele precisa trabalhar, provavelmente mediado

pelo professor, a conversao entre diferentes sistemas de representagao. Por exemplo, o professor pode
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orientar o aluno a visualizar a reta numérica olhando os pontos A e B como pontos desta reta, com A
representando o zero e B representando o 1. Ai, fazendo n = 3, pode pedir para o aluno dizer que
numeros estariam representados pelos dois pontos que surgiriam na tela, entre A e B. Pode acontecer do
aluno pensar na resposta em termos de representagao decimal (isso ¢ muito comum) e, nesse caso, ele
pode apresentar dificuldades em estabelecer uma resposta. Ja aconteceu, em uma vivéncia com alunos do
82 ano do ensino fundamental, de um dos alunos responder 0,3 e 0,7, quando ele se baseou no aspecto
visual e na propor¢ao dos espagos entre pontos. Nesse momento o professor orientou o aluno a pensar
em termos de fracoes, a resposta 1/3 e 2/3 foi imediata. E interessante usar esse momento para avaliar

a preferéncia dos alunos entre as representagdes decimal e fracionaria para os nimeros racionais.

Podemos cobrir um segmento com fragbes?

Décimos

Quartos Centésimos

Zoom mais nos centésimos

Figura 1. Cenarios obtidos do applet 1 com diferentes entradas de valores. Fonte: Os autores.

Ainda sobre a questdo de associar a representagao intuitiva de pontos e segmento de reta do applet

1 com o conceito matematico de nimeros reais e de promover representagdes semibticas e conversoes
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entre diferentes sistemas de representagao, as vezes alunos podem necessitar de um recurso mais tangivel
que o aplicativo eletronico. Nesse caso, o professor ainda pode usar o applet 1 ao seu favor relacionando-
o com uma régua, pois podemos fazer analogias entre os pontos obtidos para n = 10, 100 ou 1000, com
unidades de medida como decimetro, centimetro e milimetro. E neste caso podemos trabalhar com as

representacoes decimais.

Vejamos mais sobre as funcionalidades do appler 1. Podemos escolher o denominador das fragdes
que “cobrirdo” o segmento AB atribuindo diferentes valores para n. Veja, por exemplo, que, se o
denominador em questio for pequeno, nio é possivel cobrir o segmento (se 0 zvom nio for alterado’).
Tome-se n = 4, por exemplo (figura 1), observe que com quartos nao se consegue cobrir 0 segmento.
Veja abaixo o que ocorre com décimos (figura 1), observe que com décimos ainda nao se consegue cobrir
o segmento, mas que eles preenchem melhor o segmento do que os quartos. Isto pode levar o seu
estudante a pensar que talvez com centésimos seja possivel cobrir o segmento. Observe o que acontece
quando centésimos sao usados (figura 1), o segmento AB parece “preenchido” com centésimos, mas que

basta dar um z0077 mais no segmento para se observar que “buracos” apareceram nele (Figura 1).

Isto continuara acontecendo ainda que sejam utilizados valores cada vez maiores para o
denominador das fragdes (gerando fra¢oes cada vez menores portanto) com as quais “intenta-se”
“cobrir” o segmento (sempre mantendo esta dinamica de partir do ultimo zoom mais, fazendo parecer

que o segmento foi coberto, o que se desfaz ao se aplicar mais um o077 mais).

Em uma turma de segunda série do ensino médio, na qual a primeira autora deste artigo leciona,
os estudantes se dividiram em suas observag¢oes sobre ser ou nao possivel preencher o segmento com
fracoes, uma vez que muitos deles haviam decorado que a reta real era completa e composta de nimeros
racionais (os quais podem ser escritos em forma de fracao) e irracionais (0s quais ndo podem ser escritos

em forma de fracao).

O applet 1 mostrava, utilizando conversGes entre representacbes numéricas e visuais, que
aparentemente era possivel cobrir o segmento de reta em questao apenas com fragdes e o ooz mais
mostrava que nao importava quao grande era o denominador, e, portanto, quanto menores fossem as
fracGes e seus multiplos, que nao era possivel preencher o segmento de reta completamente. O uso do
goom mais para mostrar que havia “buracos” suscitou dois tipos de reagdo, para os estudantes que
esperavam que nao fosse possivel tal preenchimento, o surgimento dos buracos se mostrou um momento

de grande alivio, pois confirmava o que eles haviam decorado e a segunda reagao foi a de surpresa para

5> Destacamos aqui que ¢ possivel utilizar a tecla zo077 menos até que o segmento pateca completamente preenchido.
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os estudantes que nao estavam esperando os “buracos” porque acreditavam ser suficiente cobrir o

segmento de reta em questao com fracOes cada vez mais proximas de zero.

Esta divisdo de expectativas ocorreu nao s6 nesta turma de segundo ano, mas também em oficinas
com o tema constru¢ao de numeros reais dadas pela primeira autora e, também, em suas aulas no ensino
supetior. Porém, tanto nas oficinas quanto no ensino superior, os participantes/estudantes se calcavam
fortemente na definicio de fracio (uma fracdo é um numero do tipo a/b com a e b inteiros e b diferente
de zero) e foi preciso destacar que o applet 1 pode auxiliar o educando a compreender que racionais e
irracionais tém diferentes naturezas. Este applet auxilia, a0 coordenar diferentes representacoes, como
previsto por Duval (2003), portanto, o educando a entender que os numeros racionais nao dao conta de
preencher o segmento e, por extensio, toda a reta Real. E esta ideia que implica na selecio do préximo

applet a ser apresentado.

A segunda pratica pretende revelar a existéncia de nimeros com uma natureza diversa a natureza
dos numeros racionais, ou seja, aqui pretende-se que o aluno compreenda que os “buracos”’ que
apareceram na pratica anterior sao preenchidos por nimeros que nao siao racionais, ou seja, pelos
numeros irracionais. Esse tema ¢ trabalhado com apoio do applet 2 (figura 2). Observe que o segmento
raiz quadrada de dois ¢é a diagonal do quadrado de lados iguais a um e sua medida foi calculada a partir
do Teorema de Pitagoras’. Este segmento foi transportado para a reta numérica com a ferramenta

compasso do GeoGebra e é neste segmento transportado que trabalhamos.
Para o applet 2 a sugestdo é colocar a seguinte questio de trabalho.
Questio: E possivel medir a diagonal do quadrado de lado 1 com fragdes?

O applet 2 trabalha, utilizando simultaneamente representagdes numéricas e visuais, com uma
unidade de medida escolhida coincidindo com a medida do lado do quadrado. A ideia aqui é criar fragdes
a partir da nossa unidade de medida um, ou seja, do tipo 1/n (n pertencente aos naturais) e, com multiplos
dela do tipo m/n (m e n pertencentes aos naturais), poder medir o segmento raiz quadrada de dois
estabelecendo uma correspondéncia entre m/n e a raiz quadrada de dois. Novamente, é possivel
relacionar o uso deste applet com o instrumento mais tangivel, a régua. Agora, é extremamente interessante
notar que a medi¢ao com régua ocorre por decimais (ou fragoes decimais, se quisermos converter para
fracoes). Isso é notavel, pois a medigao por fracoes pode gerar resultados melhores sem precisar recorrer

a numeros tao grandes. Vamos explicar melhor essa diferen¢a mais adiante.

6 O quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos. Link para demonstragdo deste Teorema aqui:
https://pt.khanacademy.org/math/basic-geo/basic-geometry-pythagorean-theorem/basic-geometry-pythagorean-
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Como exemplo, para explicar melhor o funcionamento do applet 2 mostramos a divisio da
unidade de medida um por cinco, obtendo-se quintos, observe na figura abaixo (figura 2) que 7/5 se

aproxima muito da raiz quadrada de dois, mas nio coincide exatamente.

Observe que se décimos forem usados, ou seja, usando-se n = 10, buscando-se a correspondéncia
procurada encontra-se a seguinte situacdo (figura 2) e observa-se que 14/10 se aproxima muito da raiz
quadrada de dois, mas ndo coincide exatamente. Se quisermos fazer aqui a analogia com a régua, podemos
dizer para o aluno que o resultado da medida seria 1,4 unidades (poderia ser centimetros, se usissemos a

convengao de que o quadrado tem lado medindo 1 cm).

Observe que se centésimos forem usados, ou seja, para n = 100, buscando a correspondéncia
procurada, encontra-se a seguinte situacio (figura 2) e observa-se que ha um multiplo de 1/100 do tipo
m/100 que parece coincidir com raiz quadrada de dois (figura 2). Porém basta dar zwom mais para
petrceber-se que tal correspondéncia nao se estabelece (figura 2). Na analogia com o uso de régua,
contando os pontos na tela a partir da marca de 1, terfamos que 1,41 seria a melhor aproximagao da

diagonal, em centésimos.

A medigao por fragdes pode ser bastante curiosa, principalmente se comparada com a medi¢ao
com régua (com decimais). O leitor pode verificar, visitando o applet 2, que podemos obter aproximagoes
excelentes para a raiz quadrada de 2 com nimeros relativamente pequenos. Fazendo n = 12 encontramos
uma aproximac¢ao melhor do que com n = 100, é a fracio 17/12. Esta ¢ uma medida mais precisa do que

1,41. Com n = 17 obtemos uma medida ainda mais precisa, podemos verificar visualmente, no applet, que

7/17 esta mais proximo da marca de V2 do que 17/12. J4 a fracio 99/70 oferece uma medicio notavel.
Ja aconteceu de licenciandos em Matematica passarem a acreditar que a raiz quadrada de 2 pode ser
medida por uma fragao, apds a visualizagao desse resultado. E uma medida mais precisa do que fazendo

n = 1000, quando o resultado tem precisao de milésimos.

Ainda que se faca mais algumas tentativas com denominadores mais variados e que se repita o
processo de dar ooz mais o que se observara é que sempre faltara algo para que a correspondéncia
esperada se estabelega. Isto pode levar o seu estudante a intuir que nao seria possivel tal correspondéncia
e para consolidar esta percepgao, vocé pode fazer a demonstragao de que raiz quadrada de dois nio é
racional’ com o intuito de levar seus alunos a compreenderem que existem, dentro dos nimeros reais,
numeros de duas naturezas, ou seja, 0s nimeros racionais e os nimeros irracionais. Portanto, a reuniao

dos numeros racionais aos irracionais perfaz o conjunto dos numeros reais e preenche a reta numérica,

7 Disponivel em: https: t.khanacademv.ore/math/algebra/rational-and-irrational-numbers/proofs-concerning-irrational-
numbers/v/proof-that-square-root-of-2-is-irrational
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uma vez que com racionais e irracionais ¢ possivel estabelecer uma relagio biunivoca® entre cada ponto

da reta numérica e cada nimero real.

Em uma turma de segunda série do ensino médio, na qual a primeira autora deste artigo leciona,
os estudantes, ao explorarem o applet 2 ja estavam esperando que a medi¢ao do segmento de comprimento
raiz quadrada de dois com numeros racionais recaisse em um “buraco” quando se aplicasse ooz mais

nesta ferramenta.

Ao serem perguntados sobre o motivo pelo qual eles esperavam tal coisa, os estudantes se
dividiram em duas correntes, a saber. A primeira contava que haveria um “buraco” porque isto ja havia
acontecido na pratica anterior e a segunda percebeu que estavamos tentando alcan¢ar um numero que
nao poderia ser escrito em forma de fragdo com uma fracao e que tal medida seria impossivel de maneira

exata.

Em oficinas de formacao de professores e em aulas na graduagao e poés graduacao em disciplinas
de instrumenta¢io de ensino de Matematica os participantes/estudantes ja esperavam que tal “buraco”
ocorresse ¢ até mesmo houve quem se lembrasse da demonstracio de que raiz quadrada de dois ¢é
irracional e destacasse que o applet 2 em questdo seria interessante para trabalhar a incomensurabilidade
entre racionais e irracionais. Veja que o uso de diferentes representacdes auxilia na apreensio do conceito,
uma vez que na reuniao das representagoes numéricas e visuais a diferente natureza de numeros racionais
e irracionais ¢ explicitada, isto ocorre quando nao ¢ possivel medir um pelo outro e o applet 2 permite esta

inferéncia ao indicar dinamicamente que tal medida é impossivel.

/] N
4
/ y
ATIVIDADE /
Raiz de 2 é racional? /
on Moutinho
Medindo com quintos
Rt de 2 & racional? Medindo com décimos
/
Zoom mais em medindo com centésimos

Medindo com centésimos

Figura 2. Cenarios obtidos do applet 2 com diferentes entradas de valores. Fonte: Os autores.

8 Que estabelece uma correspondéncia entre dois conjuntos, sendo que cada elemento de um conjunto esta somente associado
a um, e s6 um, elemento do outro: relagio biunivoca (https://abte.ai/c4Tv).

| 74



Ciclo de formacio em ensino de matematica: contribui¢oes do ensino, da pesquisa e da extensdo na formacio do
professor de Matematica

Com o applet 3 pretende-se consolidar as discussdes sobre numeros racionais e irracionais
visualizando a representacao decimal desses numeros de forma multissensorial. Neste micromundo os
calculos que resultam em numeros com expansao decimal, seja ela finita ou infinita, estado no centro dos
interesses, uma vez que a calculadora associa a cada nimero das expansdes decimais, que sio resultado
de operages feitas na sua calculadora integrada, cores (0-branco, 1-lilas, 2-azul escuro, 3-azul claro, 4-
verde escuro, 5-verde claro, 6-amarelo, 7-laranja, 8-vermelho claro e 9- vermelho escuro) e notas (0 -do,
1—1ré,2—-mi,3—1a, 4—sol, 514, 6 —si, 7—do, 8 —ré, 9 — mi.). Observe o que acontece quando

dividimos 35789 por 100000 (figura 3).

Veja que o numero 3 ¢ representado pelo bloco azul claro, o nimero 5 é representado pelo bloco
verde claro, o nimero 7 ¢ representado pelo bloco laranja, o numero 8 é representado pelo bloco
vermelho claro e o numero 9 ¢é representado pelo bloco vermelho escuro. Ja as notas associadas sio 3

—f4,5—14,7 — do, 8 — ré, 9 — mi.

Destacamos aqui que o uso da calculadora fica mais interessante quando operamos com dizimas
periddicas, uma vez que tanto a visualizagdio em blocos coloridos da sua expansiao decimal quanto a
audicao das notas associadas a sua expansao decimal apontam para um padrao periédico. Vejamos, por

exemplo, o que acontece quando dividimos 647/999 (figura 3).

Observe que um padrao periddico ¢ imediatamente desenhado quando fazemos a operagiao
supracitada, o que permite uma visualizagdao imediata da periodicidade da expansio decimal. Este é um
excelente momento para discutir que uma dizima peridédica é uma fragao, veja que uma fracio (647/999)
originou esta dizima periddica (0,647647647647...) que estamos observando na figura 3. Cabe aqui
discutir com os seus alunos que uma dizima periédica se constitui como tal porque, como estamos
trabalhando com a divisdo de um inteiro a por outro b (b diferente de zero) resultando em um quociente
g, a quantidade de restos de uma divisdo é limitadaa b 1 para um divisor b qualquer (exceto zero), ou
seja, em algum momento um resto ira se repetir e os restos subsequentes irdo se repetir o que repercute
na expansio decimal do quociente q da divisio’. Clicando na clave de sol do micromundo vocé também
pode ouvir este padriao periddico, pois as notas se repetem uma vez que a cada nimero ¢ atribuida uma
nota e como os nimeros se repetem periodicamente também as notas se repetirdo periodicamente

formando um padrio periddico possivel de ser ouvido.

Também ¢ importante destacar o uso deste micromundo para discutir a ndo periodicidade da

expansao decimal de um ndmero irracional, observe que ¢é possivel existir numeros irracionais com

2 A demonstracio deste fato pode set encontrada em http://abre.ai/bmuq
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padrdes nao periddicos, 0,01001000100001... é um exemplo. Inclusive, vemos aqui uma oportunidade de
enfatizar certos conhecimentos a respeito dos nimeros racionais. Nao ¢ incomum um aluno se prender
ao termo padrao para identificar um numero racional. A discussao sobre os diferentes tipos de padrio e
a identificacio destes por meio de visualizacdo parece ser uma Otima oportunidade para realgar a

caracterizagao dos nimeros racionais pela representacao decimal.

O micromundo MusiCalcolorida oferece a possibilidade de se trabalhar com a raiz quadrada de 2
e infelizmente, embora tenha o botao, nao oferece a possibilidade de trabalharmos com pi devido a um
defeito do projeto. Também ¢é importante salientar que o micromundo tem limitacGes, uma vez que ele
mostra, no maximo, 5000 casas de uma expansao decimal, ¢ no caso de uma dizima periédica com
petiodos maiores que 5000 casas terfamos a impressao de se tratarem de dizimas nao periédicas devido
a limitacao do micromundo. Entretanto, o micromundo ¢ muito eficiente para dizimas periédicas com
petiodos mais curtos, por exemplo. Voltando ao numero irracional raiz quadrada de dois, ao inserir a

operacao raiz quadrada de dois obtemos a tela abaixo (figura 3).

Observe que visualmente ja ¢ possivel perceber a falta de padrao peridédico da expansio decimal
de raiz quadrada de dois. Também, clicando-se na clave de sol, é possivel perceber a falta de padrio

periddico quando as notas associadas aos numeros da expansao decimal em foco sao tocadas.

Este micromundo é uma opg¢ao, portanto, para explorar a natureza dos nimeros racionais e
irracionais em uma perspectiva multissensorial consolidando as primeiras duas atividades vivenciadas.
Vale a pena destacar que este micromundo foi projetado para o trabalho com alunos com deficiéncia

visual e auditiva, mas que ele pode ajudar a todos os que se interessarem em utiliza-lo.

Em um curso de extensio no qual a primeira autora deste artigo leciona, os cursistas ficaram
muito desconfortaveis quanto ao caos observado na expansio periddica dos irracionais algébricos raiz
quadrada de dois e raiz quadrada de trés, foi visivel que o caos visual e auditivo os incomodou, tal
incomodo nao ocorreu quando os racionais foram representados, foi perceptivel que os cursistas ficaram
confortaveis com os padrées musicais e visuais periddicos. As multiplas representagdes auxiliaram de
fato os participantes a compreenderem as diferentes naturezas dos nimeros racionais e dos nimeros
irracionais, como previsto por Duval (2003), ja que os cursistas puderam compreender melhor os
conceitos a0 fazer as conversoes entre as representacoes numéricas, musicais e visuais, associando os
racionais a reconfortantes padroes periddicos e os irracionais a desconfortaveis mosaicos e sons cadticos.
Este comportamento tem se repetido em oficinas de formac¢ao de professores e em disciplinas de
instrumentagao para o ensino de Matematica no ensino superior nos quais a primeira autora deste estudo

atua.
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Ja em uma turma de segunda série do ensino médio na qual a primeira autora deste artigo leciona,
0 que chamou a aten¢ao dos estudantes foram justamente os padroes peridédicos e o fato de que uma
dizima periédica tem uma fragao geratriz e ¢ um numero racional. A coordenagao entre representacoes

numérica, visual e sonora foram fundamentais para a compreensao da dizima periddica como sendo um

numero racional.
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Figura 3. Cenarios obtidos do applet 3 com diferentes entradas de valores. Fonte: Os autores.

Apresentamos trés sugestoes de questao nao rotineira para motivar um estudo introdutério para

os numeros reais mediado pelo applet 3, de acordo com as ag¢oes explicadas aqui.

Questao: Sabemos que todo numero obtido pela calculadora gera uma sequéncia de cores. Sera

que toda sequéncia de cores pode ser obtida de uma fragao de inteiros?

Questao: Toda sequéncia de cores produzida pela calculadora tem padrao periddico?

Questao: Todo padrio de cores pode ser obtido de uma fragao de inteiros?
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CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos aqui a questao de problematizar a introdugao do conceito de nimeros reais a partir
da constatacao de limitagdes do conjunto dos numeros racionais, algo que nao costuma ser considerado
em livros didaticos, segundo pesquisas. Utilizando trés applets gratuitos e orientagoes didaticas
apropriadas, vimos como a tecnologia digital pode ser utilizada como recurso de mediagao a fim de
promover uma discussao ampla sobre o tema, nimeros, e esgotando propriedades a respeito dos nimeros
racionais. A proposta didatica, além de motivar a extensao do conjunto dos numeros racionais para os
reais, apresenta a oportunidade de o aluno administrar seus conhecimentos sobre os numeros racionais
em situagbes nao rotineiras e de o professor avaliar tais conhecimentos. Nossas vivéncias tém mostrado
que a abordagem parece servir também para o aluno rever e ampliar seus conhecimentos sobre os
numeros racionais. Um exemplo sdo as possiveis discussdes em torno da determinagao de padroes nas
dizimas numéricas, pois nem todo padrio ¢ de repeticao periddica, isto é, nem todo padrio na dizima

determina um nimero racional.

Outro aspecto revelado por vivéncias as sequéncias didaticas introduzidas aqui ¢ o potencial desse
recurso tecnologico para promover uma aprendizagem ativa e colaborativa. A divergéncia de posigcoes
demonstrada por alunos de modo geral e a facilidade de produgao de exemplos, e visualizacdo destes, os
applets possibilitam boas discussoes em sala. A facilidade de producdo de exemplos parece favorecer a
inser¢do do aluno como ator responsavel pela sua aprendizagem, e o professor mediar esse processo
estimulando a todo momento a participacdo do aluno. Também percebemos que as diferentes visdes e
experiéncias relatadas por diferentes alunos, ao longo do processo de ensino, parecem contribuir para
que alunos aprendam com os seus pares. Essas sio apenas algumas impressoes, tudo indica que seria
interessante desenvolver observagdoes mais precisas a respeito dessa possivel dinamica ativa e

colaborativa.

As orientacOes apresentadas na secio, MATERIAIS E METODOS, se mostraram bastante
apropriadas para a utilizacio de ambientes computadorizados dinamicos como ferramentas pedagogicas
e matematicas. Um aspecto importante é que tais orientacOes sao genéricas, Nao sao restritas aos applets
utilizados, nem ao tépico matematico, numeros reais. A principio, podem ser aplicadas com applets de
modo geral. Essa observa¢ao se torna mais relevante quando nos damos conta da enorme oferta de applets
existente na internet. O professor interessado em utilizar mais dessas ferramentas pode muito bem
reproduzir as orientag¢oes apresentadas aqui para decidir sobre o potencial didatico de um determinado
applet eventualmente encontrado e para criar sequéncias didaticas que permitam uma boa exploragio

didatica de tal gpplet encontrado.
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