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Apresentação 

As áreas de Ciências Agrárias e Ciências Ambientais são importantes para a humanidade. De um 

lado, a produção de alimentos e do outro a conservação do meio ambiente. Ambas, devem ser aliadas e 

são imprescindíveis para a sustentabilidade do planeta. A obra, vem a materializar o anseio da Editora 

Pantanal na divulgação de resultados, que contribuem de modo direto no desenvolvimento humano.  

O e-book “Pesquisas Agrárias e Ambientais Volume VIII” é a continuação de uma série de 

volumes de e-books com trabalhos que visam otimizar a produção de alimentos, o meio ambiente e 

promoção de maior sustentabilidade nas técnicas aplicadas nos sistemas de produção das plantas e animais. 

Ao longo dos capítulos são abordados os seguintes temas:  

Restrição algébrica e modelagem mista podem ser utilizadas para aumentar a acurácia da predição do 

afilamento de árvores de Pinus taeda; doenças que acometem as aves: uma revisão; larvas e vermes na 

compostagem de resíduos orgânicos provenientes de baias de equinos; a geotecnologia na avaliação e 

monitoramento da desertificação no semiárido do Brasil: um estudo de caso de Gilbués, Piauí; temperatura 

do globo negro: estimativa e métodos alternativos de baixo custo para medições em ambientes externo e 

interno; estudo do efeito da continuidade espacial em modelos de relação hipsométrica em Eucalyptus sp.; 

calagem e NPK na formação de mudas de canafístula; efeito residual de pó de metabalsato no milho safra. 

Portanto, esses conhecimentos irão agregar muito aos seus leitores que procuram promover melhorias 

quantitativas e qualitativas na produção de alimentos e do ambiente, ou melhorar a qualidade de vida da 

sociedade. Sempre em busca da sustentabilidade do planeta.  

Aos autores dos capítulos, pela dedicação e esforços sem limites, que viabilizaram esta obra que 

retrata os recentes avanços científicos e tecnológicos na área de Ciência Agrárias e Ciências Ambientais 

Volume VIII, os agradecimentos dos Organizadores e da Pantanal Editora. Por fim, esperamos que este 

ebook possa colaborar e instigar mais estudantes e pesquisadores na constante busca de novas tecnologias 

e avanços para as áreas de Ciências Agrárias e Ciências Ambientais. Assim, garantir uma difusão de 

conhecimento fácil, rápido para a sociedade.                                                                         

Os organizadores 
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Capítulo I 

 

Restrição algébrica e modelagem mista podem ser 
utilizadas para aumentar a acurácia da predição do 

afilamento de árvores de Pinus taeda? 
 
Recebido em: 07/10/2021 
Aceito em: 11/10/2021 

 10.46420/9786581460167cap1 

 

Ximena Mendes de Oliveira1*   

 

 

INTRODUÇÃO 

O afilamento refere-se ao decréscimo em diâmetro que ocorre da base para o ápice do fuste da 

árvore (Burkhart; Tomé, 2012) e pode ser modelado por funções de afilamento. Entre as funções de 

afilamento mais utilizadas no Brasil, estão as classificadas como não segmentadas, como o polinômio de 

quinto grau e o polinômio de potências inteiras e fracionárias (Téo et al., 2013; Ribeiro; Andrade, 2016; 

Kohler et al., 2016). No entanto, estudos mostram que o uso de funções segmentadas (Souza et al., 2008) 

e exponenciais (Andrade, 2014) pode apresentar ganho em acurácia nas estimativas. 

Liu et al. (2020) destaca que a função de afilamento exponencial de Kozak (1988) é amplamente 

difundida no contexto mundial. Isso justifica a escolha desse modelo para este estudo que não teve como 

objetivo testar diferentes funções de afilamento. Ao definir a utilização de um modelo, diferentes 

alternativas de ajuste podem ser propostas para buscar ganho em acurácia nas estimativas. 

Cao (2009), por exemplo, propõe o método da restrição algébrica que força o modelo a passar 

por um diâmetro superior, fazendo com que um parâmetro médio do modelo exponencial se torne um 

parâmetro específico por árvore individual. Oliveira (2020) e Rodil et al. (2017) testaram essa abordagem 

de ajuste e verificaram aumento na acurácia do volume obtido ao longo do fuste das árvores. 

Outra alternativa para buscar melhorias no ajuste é a abordagem mista. A partir dos modelos 

mistos, é possível manter o parâmetro com um valor médio para a população (efeito fixo) e com valores 

médios para subgrupos (efeito aleatório) (Pinheiro; Bates, 2000). Santos et al. (2021), por exemplo, 

observou ganho em acurácia ao acrescentar efeito aleatório em nível de árvore individual na modelagem 

de funções de afilamento não segmentadas. 

 
1 Universidade Estadual do Centro Oeste (UNICENTRO). Rua Professora Maria Rosa Zanon, Engenheiro Gutierrez, Campus 
Irati, CEP: 84505-677, Irati, PR, Brasil. 
* Autora correspondente: ximena@unicentro.br 

https://doi.org/10.46420/9786581460167cap1
https://orcid.org/0000-0002-9887-7075
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Neste contexto, o objetivo do estudo foi ajustar o modelo exponencial de Kozak (1988) de forma 

fixa (como é tradicionalmente considerado) e avaliar duas alternativas de ajuste para ganho em acurácia 

das estimativas: a) ajuste com a metodologia de restrição algébrica, testando o diâmetro superior nas alturas 

de 2 m, 3 m, 4 m e 5 m; b) ajuste com efeitos mistos considerando somente o parâmetro a0 com efeito 

fixo e efeito aleatório em nível de árvore individual e considerando os parâmetros a0  e a1 com efeitos 

fixos e efeitos aleatórios em nível de árvore individual. Dados de cubagem indireta de 60 árvores de Pinus 

taeda, plantadas nos espaçamentos de 4 m x 2 m e 3 m x 2 m foram utilizados nas abordagens de ajuste. 

 

MATERIAL E MÉTODOS 

Área de estudo e base de dados 

A área de estudo está localizada no município de Irati, Paraná, Brasil (25º27’56’’ de latitude sul e 

50º37’51’’ de longitude oeste). A região apresenta o clima temperado úmido com verão temperado (Cfb), 

caracterizado por ausência de estação seca, temperatura média máxima de 22 ºC, mínima de -3ºC e média 

de 18ºC (Alvares et al., 2013) e ocorrência frequente de geadas no inverno (IBGE, 2021). 

Os dados foram coletados em dois talhões de Pinus taeda: talhão 1 com espaçamento de plantio de 

4 m x 2 m e área de 1,12 ha e talhão 2 com espaçamento de plantio de 3 m x 2 m e área de 0,76 ha. As 

árvores foram plantadas em 2003 e a coleta de dados foi realizada em 2020, quando as árvores tinham, 

aproximadamente, 17 anos.  

 A distribuição diamétrica foi conhecida a partir de dados do inventário florestal realizado na área 

em 2019. Com essa informação, árvores foram cubadas, uniformemente, em todas as classes de diâmetro 

com amplitude de 4 cm.  O talhão 1 apresentou seis classes de diâmetro, variando de 13 cm a 37 cm e o 

talhão 2 apresentou cinco classes de diâmetro, variando de 13 cm a 33 cm. Desta forma, foram cubadas 5 

árvores por classe no talhão 1 e 6 árvores por classe no talhão 2, totalizando 60 árvores cubadas. 

A cubagem foi realizada de forma indireta com o Criterion RD 1000. A validação da mensuração 

com esse dendrômetro óptico pode ser verificada na literatura (Curto et al., 2019; Nicoletti et al., 2015; 

Oliveira et al., 2018). O critério adotado para calibrar a mensuração e reduzir erros não amostrais foi a 

mensuração direta com a suta, de forma simultânea, nos diâmetros do fuste até os 2 m de altura (0,2 m; 

0,5 m; 0,7 m; 1,0 m; 1,3 m e 2 m). Acima de 2 m, os diâmetros foram mensurados de 1 m em 1 m, somente 

de forma indireta, até a altura do fuste.  

As informações coletadas na cubagem das árvores foram: diâmetro em cm à 1,3 m de altura (dap), 

altura total (ht) em m, diâmetros (di) em cm em diferentes alturas (hi) em m ao longo do fuste. A estatística 

descritiva dos dados de dap e ht está representada na Tabela 1. 
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Tabela 1. Estatística descritiva dos dados de dap (cm) e ht (m) e vol (m³) das 60 árvores cubadas. 

Variável Mínimo Máximo Média DP CV (%) 

dap (cm) 13,0 35,4 24,0 6,1 25,6 

ht (m) 15,1 24,5 21,3 1,9 9,0 

DP = desvio padrão amostral; CV (%) = coeficiente de variação em %. 

 

Função de afilamento e abordagens de ajuste 

A função de afilamento exponencial de Kozak (1988) foi utilizada para predizer diâmetros ao longo 

dos fustes das árvores. O modelo (1) foi ajustado inicialmente com a abordagem de efeitos fixos.  

 

𝑑𝑖 = 𝑎0𝑑𝑎𝑝
𝑎1𝑎2

𝑑𝑎𝑝𝑥[𝛽1𝑧²+𝛽2 ln
(𝑧+0,001)+𝛽3√𝑧+𝛽4 exp(𝑧)+𝛽5(

𝑑𝑎𝑝

ℎ𝑡
)]

                               (1) 

 

em que 𝑎𝑖′𝑠 e 𝛽𝑖′𝑠 são os coeficientes de efeitos fixos; di é o diâmetro (cm) localizado em diferentes alturas 

ao logo do fuste; dap é o diâmetro à altura de 1,3 m do solo; 𝑥 = [(1 − √ℎ𝑖/ℎ𝑡)/(1 − √1,3/ℎ𝑡)]; hi é 

a altura (m) ao longo do fuste; ht é a altura total (m) da árvore; z = hi/ht; ln é o logaritmo neperiano; exp 

é o exponencial. 

 A primeira alternativa testada para aumentar a acurácia das estimativas foi a calibração do modelo 

utilizando diâmetros superiores, conforme abordagem de restrição algébrica proposta por Cao (2009). A 

restrição algébrica foi utilizada para forçar o modelo a passar pelo dap e por um diâmetro superior (ds). 

Foram testados os diâmetros superiores localizados nas alturas de 2 m, 3 m, 4 m e 5 m.  

A restrição algébrica foi aplicada com os seguintes passos: a) o parâmetro 𝑎0 foi isolado do modelo 

(1) e as condições impostas foram di = ds e hi igual à altura em que o ds se localiza, assim, o parâmetro 

médio 𝑎0 foi modificado para o parâmetro 𝑎0
′ , específico por árvore; b) o parâmetro 𝑎0 foi substituído 

por 𝑎0
′  no modelo (1) para obter as estimativas. Um exemplo da calibração algébrica está detalhado em 

Oliveira (2020). 

  A segunda alternativa testada para aumentar a acurácia das estimativas foi o uso da modelagem de 

efeitos mistos, considerando duas possibilidades: a) o parâmetro 𝑎0 com efeito misto (fixo e aleatório), 

conforme modelo (2); b) parâmetros 𝑎0 e 𝑎1 com efeito misto (fixo e aleatório), conforme modelo (3). Os 

efeitos aleatórios foram considerados em nível de árvore individual. 

 

𝑑𝑖 = (𝑎0 + 𝑐0)𝑑𝑎𝑝
𝑎1𝑎2

𝑑𝑎𝑝𝑥[𝛽1𝑧²+𝛽2 ln
(𝑧+0,001)+𝛽3√𝑧+𝛽4 exp(𝑧)+𝛽5(

𝑑𝑎𝑝

ℎ𝑡
)]

                             (2) 

𝑑𝑖 = (𝑎0 + 𝑐0)𝑑𝑎𝑝
(𝑎1+𝑐1)𝑎2

𝑑𝑎𝑝𝑥[𝛽1𝑧²+𝛽2 ln
(𝑧+0,001)+𝛽3√𝑧+𝛽4 exp(𝑧)+𝛽5(

𝑑𝑎𝑝

ℎ𝑡
)]

                            (3) 
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em que 𝑐0 e 𝑐1 são coeficientes de efeito aleatório em nível de árvore individual. Demais variáveis foram 

descritas anteriormente. 

 

Processamento e avaliação das estimativas 

O processamento foi realizado no software R (R Core Team, 2021). Os pacotes ggplot2 (Wickham, 

2016), gridExtra (Auguie, 2017) e nlme (Pinheiro et al., 2016) foram utilizados.  

Para avaliar a qualidade das predições, as estatísticas utilizadas foram a raiz do erro quadrático 

médio (RMSE, expressão 4), o erro médio absoluto (MAE, expressão 5) e o erro médio (T, expressão 6). 

A análise gráfica foi considerada por gráficos 1:1, de modo que, valores mais próximos da linha diagonal 

indicam estimativas mais acuradas. 

 

𝑅𝑀𝑆𝐸(𝑐𝑚) = √
∑ (𝑑𝑖𝑜𝑏𝑠.−𝑑𝑖𝑒𝑠𝑡.)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
                                                                                            (4) 

𝑀𝐴𝐸(𝑐𝑚) =
1

𝑛
∑ |𝑑𝑖𝑜𝑏𝑠. − 𝑑𝑖𝑒𝑠𝑡.|
𝑛
𝑖=1                                                                                         (5) 

𝑇(𝑐𝑚) =
1

𝑛
∑ (𝑑𝑖𝑜𝑏𝑠. − 𝑑𝑖𝑒𝑠𝑡.)
𝑛
𝑖=1                                                                                         (6) 

 

em que: n = número de observações; diobs.= diâmetros ao longo do fuste mensurados; diest.= diâmetros ao 

longo do fuste estimados. 

 

RESULTADOS 

O modelo de Kozak (1988) foi ajustado, inicialmente, com a abordagem de efeitos fixos. Nessa 

etapa, o parâmetro 𝛽3 foi não significativo para um α=5%, portanto, foi removido do modelo e o modelo 

foi ajustado novamente. Na sequência, os ajustes considerando a restrição algébrica e a abordagem mista 

foram realizados considerando a remoção do parâmetro 𝛽3. 

As estatísticas de erro (RMSE, MAE e T) do ajuste tradicional (abordagem de efeitos fixos) e das 

duas alternativas testadas para aumento da acurácia da predição (restrição algébrica e abordagem de efeitos 

mistos) estão representadas na Tabela 2. Independente do diâmetro superior utilizado, a abordagem 

utilizando a restrição algébrica apresentou piores resultados em relação à estatística RMSE. No entanto, 

para as estatísticas MAE e T, esta abordagem indicou aumento de acurácia ao utilizar diâmetros superiores 

nas alturas de 2 m, 3 m e 4 m. A abordagem que utilizou os efeitos mistos foi a que apresentou maior 

redução nas três estatísticas analisadas comparada ao ajuste com efeitos fixos e, também, aos ajustes com 

a metodologia da restrição algébrica. 
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Tabela 2. Estatísticas de avaliação das estimativas das equações ajustadas pela abordagem de efeitos fixos, 
abordagem com a restrição algébrica e abordagem de efeitos mistos. 

Abordagem de ajuste 
Estatísticas 

RMSE MAE T 

Efeitos Fixos 0,8234 0,6024 0,5796 

Restrição algébrica (ds = 2 m) 0,8707 0,6010 0,0400 

Restrição algébrica (ds = 3 m) 0,8486 0,5894 -0,0464 

Restrição algébrica (ds = 4 m) 0,8975 0,6000 -0,0358 

Restrição algébrica (ds = 5 m) 0,9410 0,6397 0,0106 

Efeitos mistos (𝑎0 aleatório) 0,7457 0,5655 0,1884 

Efeitos mistos (𝑎0 e 𝑎1 aleatórios) 0,7494 0,5709 0,1969 

 

 

 

Figura 1. Comportamento dos valores observados de diâmetros (cm) ao longo do fuste das árvores em 
relação aos valores estimados de diâmetros (cm), considerando: a) abordagem de efeitos fixos; b) restrição 
algébrica com ds = 2 m; c) restrição algébrica com ds = 3 m; d) restrição algébrica com ds = 4 m; e) 

restrição algébrica com ds = 5 m; f) abordagem de efeitos mistos (𝑎0 aleatório); g) abordagem de efeitos 

mistos (𝑎0 e 𝑎1 aleatórios). 
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A análise gráfica também foi considerada para verificar o comportamento das predições em relação 

aos diâmetros mensurados ao longo do fuste (Figura 1). Apesar da redução das estatísticas de MAE e T 

na maioria dos casos para a restrição algébrica (Tabela 2), observou-se um aumento do erro da predição 

em diâmetros maiores, que são aqueles mais próximos à base das árvores (Figuras 1b, 1c, 1d, 1e), 

comparado ao ajuste tradicional fixo (Figura 1a). Além disso, observou-se que quanto maior a altura 

considerada para o diâmetro superior, maior foi a tendência de reduzir a acurácia dos maiores valores de 

diâmetro (próximos à base do fuste) e aumentar a acurácia de menores valores de diâmetro (próximos ao 

ápice do fuste). 

 A predição dos diâmetros ao longo do fuste na abordagem de ajuste de efeitos mistos (Figuras 1f, 

1g) apresentou a dispersão dos pontos mais próxima à linha diagonal, quando comparada à abordagem 

fixa e à abordagem utilizando a restrição algébrica com os diferentes diâmetros superiores. Desta forma, 

foi a alternativa com maior eficiência para aumentar a acurácia sem gerar tendências de aumento de erros 

em posições específicas ao longo do fuste. 

 

DISCUSSÃO 

O modelo exponencial de Kozak (1988) apresentou resultados acurados no ajuste com efeitos 

fixos, considerado o método de ajuste tradicionalmente aplicado. O uso dessa e de outras funções 

exponenciais de afilamento têm sido empregadas com sucesso para obter predições acuradas, inclusive, 

uma das técnicas consideradas é a inclusão de variáveis explicativas no expoente do modelo para promover 

o ajuste generalizado (Liu et al. 2020). 

Scolforo et al. (2018a) mostram que além da inclusão de variáveis independentes nas funções de 

afilamento, uma alternativa eficaz para a obtenção de estimativas mais acuradas é a aleatorização de 

parâmetros, considerando o ajuste com efeitos mistos. Santos et al. (2021) testaram duas funções de 

afilamento não segmentadas, utilizando ajuste com efeitos fixos e ajuste com efeitos mistos e concluíram 

que a abordagem com efeitos mistos é eficaz para a redução do erro das estimativas. Resultado semelhante 

foi verificado nesse estudo, uma vez que a alternativa de abordagem com efeitos mistos foi a que 

apresentou maiores ganhos em acurácia das estimativas de diâmetros ao longo do fuste. 

Os modelos mistos, no contexto florestal, têm sido utilizados para predizer o afilamento (Scolforo 

et al., 2018a; Scolforo et al., 2018b; Santos et al., 2021) e outras variáveis importantes, como a altura total 

das árvores (Ferraz Filho et al., 2018) e o volume de árvores individuais (Oliveira; Mayrinck, 2021). A 

eficiência dessa abordagem se justifica pela capacidade de captação de variabilidade ao obter informações 

específicas com o nível de detalhamento considerado no efeito aleatório (Pinheiro; Bates, 2000). 

Além dos modelos mistos, foi verificado nesse estudo a abordagem da restrição algébrica 

apresentada por Cao (2009). No entanto, a aplicação dessa alternativa gerou tendência nas estimativas dos 
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diâmetros mais próximos à base das árvores. Isso pode ser justificado pela maior variabilidade de forma 

na estrutura mais próxima à base do fuste, denominada neilóide (Burkhart; Tomé, 2012). Uma outra 

explicação pode ser dada pela disponibilidade dos dados coletados, uma vez que a cubagem indireta 

permite a obtenção de diâmetros até a altura de copa e não até a altura total como na cubagem destrutiva. 

Rodil et al. (2017) e Oliveira (2020) utilizaram a restrição algébrica em dados de cubagem destrutiva e 

verificaram a potencialidade dessa abordagem como uma alternativa para aumento da acurácia das 

estimativas.  

A busca por alternativas que promovam o aumento da acurácia da modelagem do afilamento do 

fuste de árvores de Pinus taeda é justificada pela grande importância da espécie no Brasil, auxiliando no 

planejamento dos multiprodutos que podem ser gerados pelo gênero Pinus, atendendo diversos setores, 

como a indústria de celulose, de laminação e de madeira serrada (IBÁ, 2020). Portanto, recomenda-se 

nesse estudo o uso da abordagem de modelos com efeitos mistos e, além disso, a estimulação por outras 

pesquisas que testem alternativas para redução de erros nas estimativas de afilamento do fuste das árvores. 

 

CONCLUSÃO 

A modelagem com efeitos mistos apresentou os resultados mais acurados em comparação com às 

demais abordagens avaliadas e não apresentou tendência de erros em nenhuma posição do fuste. A 

abordagem utilizando a restrição algébrica provocou aumento nos erros das estimativas de diâmetros 

próximos à base, portanto, não é recomendada para o aumento da acurácia das predições do afilamento 

das árvores de Pinus taeda quando são utilizados dados de cubagem indireta com diâmetros coletados até a 

altura do fuste. 
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