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APRESENTAÇÃO 
 

Ciência de dados (Data science) e Inteligência artificial (Artificial intelligence) podem ser 

consideradas como algumas das áreas da ciência mais importantes de nosso tempo. Ademais, não estão 

apenas no mundo acadêmico ou no futuro como no filme The terminator, estão ao nosso redor nesse 

exato momento em situações simples, por exemplo, são empregadas para sugerir qual o próximo emoji 

que você enviará em uma conversa no seu aplicativo de bate papo favorito. Ciência de dados se refere 

a um campo de estudo muito amplo que se vale de métodos científicos para se obter informações e 

percepções de conjuntos de dados, enquanto que a inteligência artificial refere-se ao que chamamos de 

inteligência das máquinas. As aplicações dessas ferramentas estão relacionadas às tecnologias que nos 

envolvem em nosso quotidiano, e.g., as redes sociais ou comercio eletrônico, bem como aplicações que 

escapam ao senso comum, como em cibersegurança ou astrofísica.  

Tais abordagens, às vezes, são utilizadas juntas, de forma intercalada ou separadas. Uma pesquisa 

poderá contar com ambas as ferramentas ou apenas com uma delas. Nesse livro, o leitor encontrará 

aplicações diversas dessas ferramentas em diferentes perspectivas. Em seis capítulos são apresentados 

resultados de pesquisas de dezesseis pesquisadores sobre temas diversos que dão uma demonstração 

do poder da Inteligência Artificial e da Ciência de Dados.  

O primeiro capítulo traz uma comparação dos resultados da Transformada Wavelet (WT) e do 

Filtro Savitzky-Golay (SG) na estimação da tendência em séries temporais. Os resultados são obtidos a 

partir de uma série temporal artificial e uma série de dados reais, i.e, a cotação da moeda americana 

(Dólar U$) frente à moeda brasileira (Real R$). 

Considerando que a principal abordagem em Aprendizado de Máquinas é a construção de 

algoritmos que, por meio das experiências e aprendizado, possam ser melhorados automaticamente, o 

segundo capítulo desse livro traz uma avaliação de um algoritmo usando Redes Neurais Artificiais 

LSTM. Essa abordagem é justificada pela necessidade de reconhecimento de padrões de 

comportamento de presença de elementos em um ambiente para realizar a predição de ações no local 

por meio dos dados coletados fornecendo uma base para o desenvolvimento de um sistema domótico 

inteligente. 

Já no terceiro capítulo, uma metodologia para descrição de Casos de Uso (Uc) no 

desenvolvimento de sistemas de informação é apresentada. A motivação para a criação desta 

metodologia é que muitos UC’s são descritos com pouca riqueza de detalhes, o que prejudica a qualidade 

dos sistemas de informação.  

O quarto capítulo traz uma aplicação bastante diversa de todas as outras: um estudo dos 

aspectos e causas da obesidade por meio do algoritmo de agrupamento Farthest First para agrupar 
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pessoas com informações demográficas, socioeconômicas, de biotipo e de conjunto de ações 

observáveis recorrentes. 

No quinto capítulo é desenvolvida uma aplicação utilizando regressão logística como um 

mapeamento do espaço de atributos não-linearmente separável baseado em um tipo especial de funções 

denominadas de Golden Wavelets. Nesse texto, os autores buscam tratar a matemática envolvida no 

método de aprendizado de máquina denominado de Regressão Logística e propor a utilização de 

funções wavelets para mapeamento do espaço de atributos.  

Para encerrar esse e-book com chave de ouro, o sexto capítulo, apresenta uma classificação de 

cenas acústicas utilizando a Transformada Wavelet e Aprendizagem de Máquina. Os autores dedicam a 

redação à apresentação dos principais métodos de Classificação de Cenas Acústicas (CCA) e os 

principais atributos utilizados para esta classificação, exemplos de aplicações, e uma investigação 

adicional centrada na utilização da Transformada Wavelet Contínua (TWC). 

Caríssimo(a) leitor(a), convidamos você à leitura de Aplicações de Inteligência Artificial e 

Ciência de Dados, e esperamos que a mesma seja um deleite ilimitado e que contribua de alguma forma 

com suas aspirações. 

 

Julio Cezar Uzinski 
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INTRODUÇÃO 

Os termos inteligência artificial e aprendizado de máquina têm aparecido com frequência nos 

noticiários recentes, devido às incríveis aplicações que a cada dia surgem empregando as técnicas 

computacionais desenvolvidas nestas disciplinas. As aplicações vão desde diagnóstico de doenças, tal 

como a COVID-19 por meio de análises de raio-X (Basu et. al, 2020) até carros autônomos que utilizam 

visão computacional por meio do processamento e reconhecimento de imagens (Schwarting et. al, 

2018). 

Embora os primeiros estudos sobre estes temas remontem a década de 1950, nos últimos anos 

ocorreu uma explosão nas aplicações dessas técnicas, em parte devido à enorme massa de dados 

disponível atualmente e também à evolução dos hardwares utilizados para processamento. 

Uma das metodologias mais empregadas atualmente são os algoritmos de aprendizado profundo 

(Deep Learning), que são essencialmente Redes Neurais Artificias com uma estrutura de aprendizado não-

supervisionado na etapa de extração de atributos e aprendizado supervisionado na etapa de classificação, 

possuindo elas, geralmente, milhares de parâmetros a estimar e várias camadas na rede, daí a 

denominação “profundo”. Embora os hardwares disponíveis no mercado deem conta do 

processamento necessário para implementar essas redes, o custo financeiro ainda é elevado. Por isso, 

muitos métodos clássicos de aprendizado de máquina, e que demandam menor custo computacional, 

ainda são empregados, principalmente nas situações onde um hardware mais poderoso não está 

acessível. Além disso, muitos destes métodos clássicos possuem poder explicativo inerente aos modelos 

aprendidos, enquanto que as redes neurais são vistas como “caixa preta”. 

                                                             
1 Editora Pantanal. 
2 Rua Clevelândia 1924, Sibipiruna. Chapadão do Sul-MS. E-mail: fabricioely08@gmail.com. 
3 Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul (UEMS), Unidade Universitária de Cassilândia. Rodovia MS 306, 
Cassilândia-MS. E-mail: marco@uems.br. 
*Autor de correspondência: bruno@editorapantanal.com.br 
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Um destes métodos clássicos é a Regressão Logística, que pode ser considerado um dos 

métodos mais simples de aprendizado de máquina, principalmente por haver poucos hiperparâmetros 

para serem ajustados. No entanto, uma das desvantagens desse método é que ele não resolve problemas 

muito complexos, quando é exigida uma fronteira de decisão não-linear. Para driblar essa desvantagem, 

uma das soluções é encontrar funções que mapeiam o espaço de atributos não-linearmente separável 

para um espaço linearmente separável. 

Sendo assim, o texto ora apresentado tem duplo propósito: primeiro abordar os mecanismos 

matemáticos envolvidos no método de aprendizado de máquina denominado de Regressão Logística, e 

segundo, a proposição da utilização de funções wavelets para mapeamento do espaço de atributos, 

sendo mais especificamente utilizadas as funções Golden wavelets, que foram propostas recentemente 

e geraram resultados superiores às funções clássicas, relativamente às aplicações de classificação de 

padrões de arritmias cardíacas (Gossler, 2016). 

Os resultados obtidos mostram que as Golden wavelets são adequadas para o mapeamento do 

espaço de atributos, melhorando significativamente a eficiência na classificação. 

 

APRENDIZADO DE MÁQUINA 

Conceitualmente, o aprendizado de máquina é uma das subáreas da inteligência artificial e é 

constituído de métodos matemático/computacionais que geram modelos de um certo ambiente. A 

função de modelagem é executada empregando os conjuntos de dados apresentados ao algoritmo de 

aprendizado de máquina. Esses dados, por sua vez, são informações representativas do ambiente. 

Os métodos de aprendizado de máquina podem ser enquadrados em duas grandes categorias: 

aprendizado supervisionado e aprendizado não-supervisionado. Para a primeira categoria, duas 

subcategorias principais são: classificação e regressão (Kubat, 2015; Fisher; Lenz, 1996). 

Para a classificação ou reconhecimento de padrões, duas etapas essenciais são implementadas, 

a saber: treinamento/indução e teste/validação. Na primeira etapa, emprega-se um conjunto de dados 

𝑇 = {(𝒙𝑛 , 𝑦𝑛)}𝑛=1
𝑁 , com 𝑁 instâncias extraídas do ambiente, sendo 𝒙𝑛 o 𝑛-ésimo vetor de atributos e 

𝑦𝑛 um rótulo que designa a qual classe pertence esse vetor. 𝒙𝑛 também recebe a denominação de 

variável preditora e 𝑦𝑛 de variável predita. 

Cada algoritmo de aprendizado de máquina utiliza os dados do conjunto 𝑇 de uma maneira 

peculiar, entretanto, ao final do processo de indução sobre esse conjunto, o algoritmo fornece um 

modelo ℎ̂(𝒙, 𝛽) = �̂�, o qual é uma estimação do modelo real ℎ do ambiente (Haykin, 2007). O 

parâmetro 𝛽 é relativo a cada algoritmo empregado, e seu tipo pode ser um simples escalar ou um vetor. 
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Em linhas gerais, o modelo ℎ̂ recebe um vetor de atributos 𝒙 desconhecido e retorna um rótulo 

estimado �̂�. Assim sendo, na etapa de teste ou validação um conjunto 𝑇′ = {(𝒙𝑛 , 𝑦𝑛)}𝑛=1
𝑁′  é utilizado 

para verificar o quão próximo o modelo estimado ℎ̂ está do modelo real ℎ. Para tanto, pode-se empregar 

a função (1) para calcular os erros de predição no caso de classificação binária 

𝐸 = ∑{
1, se𝑦𝑛 ≠ �̂�𝑛
0, se𝑦𝑛 = �̂�𝑛

𝑁′

𝑛=1

. (1) 

Deste modo, se 𝐸 = 𝑁′ então ℎ̂ erra todas as predições, mas, por outro lado, se  𝐸 = 0, então 

ℎ̂ é uma estimação perfeita do modelo do ambiente. Se 𝐸 = 𝑁′/2, então a máquina induzida erra e 

acerta a mesma quantidade de vezes.  

É importante notar nesse ponto que os conjuntos 𝑇 e 𝑇′ não foram restringidos a serem 

diferentes, pois, matematicamente, eles podem ser iguais. No entanto, na prática, para dados reais, 

aconselha-se que o teste/validação seja implementado tanto sobre o conjunto 𝑇 quanto sobre o 

conjunto 𝑇′ ≠ 𝑇. Tal abordagem é relevante, pois o método de aprendizado pode se superajustar aos 

padrões. Sendo assim, validar o modelo inferido com dados desconhecidos o força a predizer padrões 

não apresentados na fase de indução. 

Outra questão de relevância na verificação da adequação do modelo estimado ℎ̂ está relacionada 

ao conjunto de teste/validação. Quando é verificado que o modelo ℎ̂ não é uma boa estimativa do 

modelo real ℎ devido à quantidade de erros de predição, é comum voltar a fase de ajustes dos 

hiperparâmetros do modelo. Esses não são os parâmetros 𝜷, os quais são estimados a partir dos dados, 

mas são parâmetros ajustáveis ao nível do projetista, ou seja, são parâmetros fixos que variam de 

algoritmo para algoritmo. Após ajustar os hiperparâmetros, testa-se novamente o novo modelo 

encontrado. Quando esta ação é repetida, pode ocorrer que o modelo também fique superajustado aos 

hiperparâmetros. Neste caso, aconselha-se a utilização de um outro conjunto de validação, distinto do 

conjunto de teste empregado nas fases de ajustes do modelo. 

O modelo ℎ̂, que é uma estimação do modelo real ℎ do ambiente, também pode ser encarado 

como uma fronteira de decisão à qual estão associadas superfícies de decisão. Quando os vetores de 

atributos 𝒙𝑛 do conjunto 𝑇 estão em ℝ2 essa fronteira é uma curva; no ℝ3 ela é um plano; e no ℝ𝑄 

com 𝑄 > 3, a fronteira de decisão é um hiperplano. Muitos algoritmos de aprendizado de máquina 

geram fronteiras de decisão apenas lineares, como o Perceptron e a Regressão Logística, que será 

abordada na próxima seção, enquanto outros têm capacidade de conceber fronteiras também não-

lineares, como as Redes Neurais Artificias e as Máquinas de Vetores Suporte (Haykin, 2007). 
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Na Figura 1 constam exemplos de superfícies de decisão com fronteiras: linear (Figura 1 (a)) e 

não-linear (Figura 1 (b)), onde os círculos representam as instâncias 𝒙𝑛 ∈ ℝ
2 e as cores designam a 

classe à qual cada instância pertence. 

 

Figura 1. Exemplos de superficies de decisão: (a) com fronteira linear e (b) com fronteira não-linear. 
Fonte: os autores. 

Fica claro analisando a Figura 1 que a superfície de decisão não-linear resultará em menos erros 

de predição, pois a superfície verde inclui mais exemplos dessa classe. Muito embora, essa fronteira 

não-linear possa estar superajustada aos dados de treinamento/indução, acarretando em um resultado 

inferior sobre o conjunto de teste. 

 

REGRESSÃO LOGÍSTICA 

As técnicas de regressão permitem inferir a relação entre uma variável aleatória dependente 

(predita) e uma ou mais variáveis aleatórias independentes (preditoras) sem pressuposições a respeito 

dos processos geradores dos dados analisados (Loesch e Hoeltgebaum, 2012), ou seja, os modelos 

(equações) obtidos por meio destas técnicas consideram apenas as amostras fornecidas e alguns deles, 

como a regressão linear, alguma restrição sobre a distribuição de probabilidade dos dados.  

A regressão logística é uma das técnicas de regressão específicas para aqueles fenômenos onde 

a variável predita tem uma distribuição de Bernoulli, ou seja, ela é uma variável binária. Os modelos ℎ̂ 

inferidos são utilizados para explicar características dos fenômenos estudados, para classificação de 

dados e também para previsões. Esta técnica é extensivamente aplicada na área médica para classificação 

de doenças, inclusive este foi um dos primeiros problemas para o qual esta técnica de regressão teve 

sucesso, onde foram realizados experimentos para verificação de quais fatores mais influenciavam o 

surgimento de doenças cardiovasculares (Fávero et al., 2009). A capacidade explicativa da Regressão 

Logística a torna uma ferramenta importante, por exemplo, na determinação dos fatores que 

caracterizam um grupo de indivíduos em doentes ou saudáveis (Loesch; Hoeltgebaum, 2012). Nesse 

contexto, os atributos individuais 𝑥𝑘𝑛 podem significar valores aferidos a partir de exames médicos. 
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Frisa-se que, embora o nome seja “Regressão” Logística, esse método de fato é utilizado para 

classificação e não regressão. Ficará mais claro adiante porque se utiliza a expressão “regressão”. 

A seguir, baseado em Loesch e Hoeltgebaum (2012), Bishop (2006) e Fávero et al. (2009), com 

as devidas adaptações, a técnica de regressão logística é pormenorizadamente explicada. 

Seja 𝒙𝑛 ∈ ℝ
𝐾  uma realização do vetor aleatório X com distribuição de probabilidade qualquer 

e 𝑦𝑛 ∈ {0, 1} uma realização da variável aleatória Y com distribuição de Bernoulli, e 𝑇 = {(𝒙𝑛 , 𝑦𝑛)}𝑛=1
𝑁  

um conjunto de 𝑁 amostras aleatórias. Neste contexto, considera-se um problema de reconhecimento 

de padrões binário, ou seja, há apenas duas classes disponíveis, pois 𝑦𝑛 ∈ {0, 1}. 

Sem perda de generalidade, supõe-se que a probabilidade de ocorrência do valor categórico 

(rótulo) 1, dado o vetor 𝒙𝑛, é igual a 𝑝𝑛, e de ocorrência do valor 0, consequentemente é 𝑞𝑛  =  1 −

𝑝𝑛 , isto é: 

𝑃(𝑦𝑛 = 1|𝒙𝑛) = 𝑝𝑛 , (2) 

𝑃(𝑦𝑛 = 0|𝒙𝑛) = 1 − 𝑝𝑛. (3) 

Visto que a variável 𝑦𝑛 é de Bernoulli e a função densidade de probabilidade de uma distribuição de 

Bernoulli para uma variável aleatória 𝑦 é dada pela expressão 𝑓𝑦(𝑦) = 𝑝𝑦(1 − 𝑝)1−𝑦 dada uma 

probabilidade 𝑝, as equações (2) e (3) podem ser reescritas como uma única função de probabilidade: 

𝑃(𝑦𝑛|𝒙𝑛) = 𝑝𝑛
𝑦𝑛(1 − 𝑝𝑛)

1−𝑦𝑛 . (4) 

A razão das probabilidades, dada por 

𝑅(𝑝𝑛) =
𝑝𝑛

1−𝑝𝑛
=

𝑃(𝑦𝑛=1|𝒙𝑛)

𝑃(𝑦𝑛=0|𝒙𝑛)
  , (5) 

é denominada chance ou possibilidade, e se traduz como a quantidade de vezes que o valor 𝑦𝑛 =  1 é 

mais provável de ocorrer que o valor 𝑦𝑛 =  0, dado o vetor aleatório 𝒙𝑛. 

Com o intuito de obter uma relação entre as variáveis preditoras e preditas, considera-se que a 

probabilidade da variável predita 𝑦𝑛 ser igual a 1 é dada por 𝑝𝑛 . Disto segue que: 

𝑔(𝑦𝑛) = 𝑝𝑛 

=
1

1 +
1 − 𝑝𝑛
𝑝𝑛

 

      =
1

1 +
𝑒ln(1−𝑝𝑛)

𝑒ln 𝑝𝑛

 

          =
1

1 + 𝑒−𝑦𝑛
, (6) 
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onde 𝑒 é o número de Euler e ln 𝑥 é o logaritmo de 𝑥 na base 𝑒, também chamado de logaritmo 

natural. 

Partindo do resultado da equação (6) verifica-se que 

𝑝𝑛

1−𝑝𝑛
=

1

1+𝑒−𝑦𝑛

1−
1

1+𝑒−𝑦𝑛

=
1

1+𝑒−𝑦𝑛

1+𝑒−𝑦𝑛−1

1+𝑒−𝑦𝑛

=
1

𝑒−𝑦𝑛
= 𝑒𝑦𝑛 . 

Computando o logaritmo natural de ambos lados, a variável predita é dada por: 

𝑦𝑛 = ln (
𝑝𝑛

1 − 𝑝𝑛
) , 

 = ln𝑅(𝑝𝑛). 

(7) 

Levando em conta que 𝑅(𝑝𝑛), conforme equação (5), representa o quanto 𝑦𝑛 =  1 é mais 

provável de ocorrer que 𝑦𝑛 =  0, então 𝑅(𝑞𝑛) representa a chance inversa. A equação (7) pode 

então ser escrita como 

𝑦𝑛 = ln(
𝑝𝑛
𝑞𝑛
) , (8) 

que representa o logaritmo natural da razão entre a probabilidade de uma amostra aleatória 

(𝒙𝑛 , 𝑦𝑛) pertencer ao grupo 𝑦𝑛 =  1 pela probabilidade de pertencer ao grupo 𝑦𝑛 =  0. Como a 

função logística multivariada 𝑔(𝑦𝑛), equação (6), varia assintoticamente entre 0 e 1, quando 𝑦𝑛 

tende a +∞ e −∞, respectivamente, então é uma boa candidata para modelar as probabilidades 

consideradas.  

Uma das premissas da Regressão Logística é que a variável predita 𝑦𝑛 seja modelada como 

uma combinação linear das variáveis preditoras 𝒙𝑛 (Fávero et al., 2009), resultando em um 

hiperplano: 

𝑦𝑛 = 𝛽0 +∑𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾

𝑘=1

, (9) 

onde 𝜷 = [𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝐾] é um vetor de parâmetros desconhecidos, que devem ser aprendidos 

(estimados) pelo algoritmo. Eles ponderam a importância relativa das variáveis aleatórias na 

explicação do valor predito 𝑦𝑛, exceto 𝛽0 que determinada onde o hiperplano cruza os eixos; 𝑥𝑘𝑛 

representa a 𝑘-ésima componente do vetor 𝒙𝑛.  

Essa equação é um modelo de regressão linear que estima o valor 𝑦𝑛 a partir da combinação 

linear dos atributos 𝑥𝑘𝑛. Entretanto, e este é um ponto importante, na equação (9), a variável 𝑦𝑛 

poderá assumir valores diferentes de 0 e 1, pois as componentes do vetor aleatório 𝒙𝑛 são reais. 

Por isso, o valor predito deve ser modulado pela função logística 𝑔(𝑦𝑛) expressa na equação (6), 

garantindo assim que se tenha um valor de probabilidade, isto é, um valor que esteja entre 0 e 1, 
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já que esses valores são o mínimo e o máximo, respectivamente, retornados pela função 𝑔(𝑦𝑛). 

Desse modo, essa função fornece a probabilidade da variável 𝑦𝑛 ser igual a 1, que é equivalente a 

considerar um corte 𝛼 nas imagens da função, da seguinte maneira: 

𝑦𝑛 = {
1, se 𝑔(𝑦𝑛) ≥ 𝛼

0, se 𝑔(𝑦𝑛) < 𝛼
, (10) 

sendo que um valor comum é 𝛼 = 0,5 (Singh, 2019). 

Note que, para prever o valor da variável binomial 𝑦𝑛 a função logística receberá a 

combinação linear dos parâmetros desconhecidos 𝜷 e das componentes do vetor aleatório 𝒙𝑛, de 

acordo a equação (9). Ou seja, a função logística implementada é de fato igual a: 

𝑔 (𝛽0 +∑𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾

𝑘=1

) =
1

1 + 𝑒−𝛽0−∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1

. (11) 

Logo, para um dado corte 𝛼 ∈ ]0,1[ e um vetor aleatório preditor 𝒙𝑛 , a variável predita 

𝑦𝑛 é obtida calculando: 

𝑦𝑛 =

{
 
 

 
 1, se

1

1 + 𝑒−𝛽0−∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1

≥ 𝛼

0, se
1

1 + 𝑒−𝛽0−∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1

< 𝛼

, (12) 

Isso significa que as variáveis preditoras que retornam valores da função logística acima ou 

igual a 𝛼 serão atribuídas à predição 1, e caso contrário a predição será 0. 

Na Figura 1 está ilustrada uma função logística univariada, que é do tipo sigmoide, isto é 

𝑔𝑢(𝛽0 + 𝛽1𝑥) =
1

1 + 𝑒−𝛽0−𝛽1𝑥
. (13) 

com 𝛽1 > 0. 
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Observa-se que a curva ilustrada na Figura 2 tende assintoticamente a 0 e 1, como já mencionado 

anteriormente, devido a componente exponencial da função logística. O ponto de inflexão da curva é 

dado pela derivada segunda da função logística igualada a zero: 

0 =
𝑑2𝑔𝑢(𝛽0 + 𝛽1𝑥)

𝑑𝑥2
=
2𝛽1

2𝑒−2(𝛽0+𝛽1𝑥)

(1 + 𝑒−𝛽0−𝛽1𝑥)3
−

𝛽1
2𝑒−𝛽0−𝛽1𝑥

(1 + 𝑒−𝛽0−𝛽1𝑥)2
. (14) 

cuja solução real é dada por 𝛽0 + 𝛽1𝑥 = 0. Logo, 

𝑥 = −
𝛽0
𝛽1

 (15) 

é a abscissa do ponto de inflexão. Substituindo este valor na função logística 𝑔𝑢(𝛽0 + 𝛽1𝑥), resulta que 

a imagem correspondente é 0,5. Isto significa que a mudança de concavidade da curva logística ocorre 

no ponto (−𝛽0 𝛽1;⁄ 0,5), conforme ilustrado na Figura 1, ponto em vermelho. Assim, o valor de 𝛽0 

desloca a curva horizontalmente proporcionalmente a 𝛽1
−1

, o que é facilmente entendido ao tomar  

𝛽1 = 1. Por outro lado, 𝛽1 influencia na inclinação desta curva, pois a derivada primeira é dada por 

𝛽1
𝑒−𝛽0−𝛽1𝑥

(1 + 𝑒−𝛽0−𝛽1𝑥)2
. (16) 

Afim de estimar os parâmetros 𝜷 da função logística 𝑔(𝛽0 +∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 ), com probabilidade 

𝑝𝑛 , é empregado o método da máxima verossimilhança, considerando que 𝑝𝑛 = 1/(1 +

𝑒−𝛽0−∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 ) de acordo com equação (7) e que a partir da equação (4) tem-se que: 

Figura 2. Ilustração de uma função logística univariada. Em vermelho está destacado o ponto 
de inflexão da curva. Fonte: os autores. 
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𝑃(𝑦𝑛|𝒙𝑛) = 𝑝𝑛
𝑦𝑛(1 − 𝑝𝑛)

1−𝑦𝑛  

= (
1

1 + 𝑒−𝛽0−∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1

)

𝑦𝑛

(1 −
1

1 + 𝑒−𝛽0−∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1

)

1−𝑦𝑛

 

                          =
𝑒
𝑦𝑛(𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾
𝑘=1 )

𝑒𝛽0+
∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 +1

. 

Portanto, a função de verossimilhança é 

𝐿(𝜷|𝒚) =∏𝑃(𝑦𝑛|𝒙𝑛 , 𝜷)

𝑁

𝑛=1

=∏
𝑒𝑦𝑛(𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾
𝑘=1 )

𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 + 1

𝑁

𝑛=1

. (17) 

Aplicando o logaritmo natural com o intuito de simplificar a função de verossimilhança, obtém-

se uma função de 𝜷: 

𝐸(𝜷) = ln 𝐿(𝜷|𝒚) 

= ln∏
𝑒𝑦𝑛(𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾
𝑘=1 )

𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 + 1

𝑁

𝑛=1

 

= ∑ ln 𝑒𝑦𝑛(𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 ) − ln (𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾
𝑘=1 + 1)

𝑁

𝑛=1

 

= ∑𝑦𝑛 (𝛽0 +∑𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾

𝑘=1

)

𝑁

𝑛=1

− ln (𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 + 1) 

 

(18) 

pois os parâmetros 𝜷 que maximizam a função (17) são os mesmos que maximizam (18), já que a função 

logaritmo é crescente. 

Para encontrar o máximo da função ln 𝐿(𝜷|𝒚) calcula-se a derivada parcial, o gradiente, em 

relação ao vetor de parâmetros 𝜷, dada por: 

∇𝐸 =
𝜕𝐸(𝜷)

𝜕𝜷
= ∑ [(𝑦𝑛  −

1

𝑒𝛽0+∑ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 + 1

)∑ 𝑥𝑘𝑛
𝐾

𝑘=1
]

𝑁

𝑛=1

. (19) 

É importante notar que o gradiente segue a direção dada pelo erro entre o valor real 𝑦𝑛 e o valor predito 

�̂�𝑛 = 1/𝑒
�̂�0+∑ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑛

𝐾
𝑘=1 + 1, vezes a soma dos atributos.  

Igualando o gradiente ∇𝐸 a zero, os parâmetros 𝜷 são obtidos pela solução da seguinte equação: 

∑[(𝑦
𝑛
 −

1

𝑒�̂�0+∑ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 +1

)∑ 𝑥𝑘𝑛
𝐾

𝑘=1
]

𝑁

𝑛=1

= 0, (20) 

onde �̂� é o vetor de parâmetros estimado. 
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As soluções da equação (20) são alcançadas utilizando métodos de otimização, tais como 

gradiente descendente, mínimos quadrados e Newton-Raphson. Dentre as soluções possíveis duas delas 

são obtidas ao considerar valores muito pequenos ou muito grandes para os parâmetros �̂�, quando as 

instâncias de treinamento pertencem restritamente a classe positiva (𝑦𝑛 = 1) ou negativa (𝑦𝑛 = 0), 

respectivamente.  

Em outros termos, se 

lim
�̂�→0

𝑒�̂�0+∑ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 = 0, (21) 

então: 

lim
�̂�→0,𝑦𝑛=1

𝑦𝑛  −
1

𝑒�̂�0+
∑ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 +1

= 0, (22) 

independentemente dos valores dos atributos 𝑥𝑘𝑛.  

Considerando as equações (12) e (22), e tomando 𝛼 = 0,5, toda instância 𝒙𝑛 será atribuída a 

classe 1, quando �̂� → 0. Assim, obtêm-se um modelo ℎ̂(𝒙, 𝜷) que é enviesado, porque prevê todos os 

exemplos como pertencentes a classe 1. 

Analogamente, se �̂� → ∞, então 

lim
�̂�→∞

𝑒�̂�0+∑ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 = ∞, (23) 

portanto, 

lim
�̂�→∞,𝑦𝑛=0

𝑦𝑛  −
1

𝑒�̂�0+∑ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑛
𝐾
𝑘=1 + 1

= 0, (24) 

também é uma solução da equação (20). Para este caso, a equação (12) sempre retorna a classe 0. 

Para evitar que o modelo aprendido preveja apenas uma das classes, utilizam-se técnicas de 

regularização, as quais restringem os valores que os parâmetros �̂� podem assumir, empregando para 

tanto uma penalização aos valores extremos. 

As técnicas de regularização L1 e L2 são implementadas adicionando na função 𝐸(𝜷), equação 

(18), os termos de penalização 𝜆∑ |�̂�𝑘|
𝐾
𝑘=0  e 𝜆∑ �̂�𝑘

2𝐾
𝑘=0 , respectivamente, onde 𝜆 > 0 é um 

hiperparâmetro que relativiza a importância do termo de regularização. As equações resultantes são 

𝐸𝐿1(𝜷) = 𝐸(𝜷) + 𝜆∑ |�̂�𝑘|
𝐾
𝑘=0  e (25) 

𝐸𝐿2(𝜷) = 𝐸(𝜷) + 𝜆∑ �̂�𝑘
2

𝐾

𝑘=0

. (26) 

Para exemplificar a utilização do método de Regressão Logística para classificação de padrões, 

na Figura 3a estão ilustrados os dados de treinamento, onde os pontos verde e púrpura representam 
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duas classes distintas, e o ponto amarelo é uma instância não rotulada. Neste caso os vetores de atributos 

𝒙𝑛 possuem apenas duas componentes, isto é, 𝒙𝑛 = (𝑥1𝑛 , 𝑥2𝑛). 

Na Figura 3b a linha branca é a fronteira de decisão obtida ao empregar a Regressão Logística 

sobre os dados de treinamento da Figura 3a. Ela é modelada pela equação (9) após terem sido 

aprendidos os parâmetros 𝜷. Sobre essa fronteira a probabilidade de que um ponto pertença a classe 

verde ou a classe púrpura é a mesma, que é 0,5. Portanto, os pontos que estão localizados sobre a 

fronteira possuem classificação dúbia. Por outro lado, as superfícies de decisão verde e púrpura possuem 

probabilidade 1 e 0 para classificação dos exemplos das classes verde. Observe que a classe verde é a 

classe principal, logo, calcula-se a probabilidade 𝑝𝑛 da instância pertencer a classe verde e a 

probabilidade 𝑞𝑛 = 1 − 𝑝𝑛 de não pertencer a classe verde.  Por isso, à cor púrpura está associada a 

probabilidade 0, na escala de cores da Figura 3b. 

Neste exemplo é evidente que algumas instâncias não serão corretamente classificadas. 

 

Figura 3. Exemplo de aplicação da Regressão Logística sobre o conjunto de testes (a), gerando as 
superfícies de decisão (b) e (c). Fonte: os autores. 

Na Figura 3c são apresentadas diversas fronteiras de decisão, cada uma com probabilidade 

maior, quanto mais longe estão da fronteira de decisão com probabilidade de 0,5. Nota-se que quanto 

mais distante da fronteira de decisão o exemplo estiver, maior será a probabilidade de que esse exemplo 

pertença à classe que a superfície determina. 

Por fim, a instância (ponto amarelo) desconhecida é classificada como pertencente a classe 

púrpura, pois está localizada abaixo da fronteira de decisão, na superfície correspondente a essa classe. 

Uma limitação inerente à Regressão Logística na classificação de padrões é sua capacidade de 

gerar bons resultados apenas para problemas linearmente separáveis, como aquele ilustrado na Figura 
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3. Devido a fronteira de decisão gerada ser linear, em ambientes onde as classes se distribuem conforme 

a Figura 4 (a), por exemplo, a aplicação da Regressão Logística não é apropriada, porque não é possível 

obter uma fronteira de decisão que separe as classes adequadamente. 

Nestas situações uma das abordagens empregadas é a implementação de uma função 𝜑: 𝒙𝑛 ↦

𝒛𝑛 , que mapeia o espaço de atributos não-linearmente separável para um espaço linearmente separável. 

Nesse novo espaço, a regressão logística pode ser empregada, mas agora sobre os vetores de dados 

mapeados, isto é, sobre 𝒛𝑛. 

Esta abordagem, aliás, é o foco da pesquisa apresentada neste texto. As funções que serão 

utilizadas para o mapeamento do espaço de atributos serão apresentadas na próxima seção. 

 

FUNÇÕES WAVELETS 

As “funções wavelets” são funções com características especiais utilizadas na Transformada 

Wavelet para análise e processamento de sinais. Dentre as várias aplicações desta transformada, aquelas 

que mais ganharam repercussão estão associadas à compressão e remoção de ruído em sinais e imagens 

digitais (Mallat, 2009). Para remoção de ruído de sinais de eletrocardiograma (ECG), por exemplo, o 

método de anulamento dos coeficientes menos significantes utilizando a análise multirresolução wavelet 

supera os métodos comumente empregados na literatura especializada (Oliveira et al., 2018). 

A Transformada de Fourier de um sinal 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ) é definida por Oppenheim, Willisky e 

Nawab (1997) como a integral imprópria: 

𝐹𝑓(𝑗𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞
, (27) 

onde 𝑗 é a unidade imaginária e 𝐿2(ℝ) é o espaço das funções de quadrado integrável. 

Uma função 𝜓(𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ), com norma euclidiana unitária, i.e., ‖𝜓(𝑡)‖2 = 1, é denominada 

de função wavelet se a condição de admissibilidade dada na equação (28) for satisfeita (Mallat, 2009). 

𝐶𝜓 = 2𝜋∫
|𝐹𝜓(𝜔)|

2

|𝜔|

∞

−∞

𝑑𝜔 < ∞ (28) 

A fim de garantir a convergência da integral na equação (28) impõe-se 𝐹𝜓(0) = 0 (Daubechies, 

1992). Esta restrição, tomando a equação (27), implica que 

0 = 𝐹𝜓(0) = ∫ 𝜓(𝑡)𝑒−𝑗0𝑡𝑑𝑡
∞

−∞
= ∫ 𝜓(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞
. (29) 

A equação (29), que impõe média nula as funções wavelets e a restrição de que 𝜓(𝑡) pertença 

ao espaço das funções de quadrado integrável evidenciam o comportamento ondulatório característico 

das funções wavelets: a área da curva da função, acima e abaixo do eixo 𝑡, devem ser a mesma e, quando 

𝑡 → ±∞ então 𝜓(𝑡) decai rapidamente, anulando-se. Portanto, a “ondinha” não oscila 
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indefinidamente, mas num intervalo curto, sendo este seu intervalo suporte. Isto garante que as wavelets 

sejam bem localizadas no tempo, implicando que sua energia está concentrada em uma região estreita. 

Uma família de funções wavelets é obtida inserindo parâmetros de escala 𝑠 e deslocamento 𝜏 à 

função 𝜓(𝑡), obtendo assim versões escalonadas e transladadas no tempo, conforme equação (30), 

onde |𝑠|−1/2 é o termo de normalização da função. 

𝜓𝑠,𝜏(𝑡) = |𝑠|
−1/2𝜓 (

𝑡−𝜏

𝑠
). (30) 

A função wavelet 𝜓(𝑡) é denominada de “wavelet mãe” e esta tem energia unitária, pois as 

“wavelets filhas” são restringidas à normalização ‖𝜓𝑠,𝜏(𝑡)‖2 =
‖𝜓(𝑡)‖2 = 1, implicando que: 

1 = ‖𝜓(𝑡)‖2 = ∫ |𝜓(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞
. (31) 

A equação (30) possibilita localizar, em um vetor, estruturas temporais tão grandes ou tão 

pequenas quanto se deseja, bastando para isto escolher adequadamente o parâmetro de escala 𝑠 e 

transladar a wavelet resultante por toda a extensão do vetor. Esta, aliás, é a característica da análise 

Wavelet que a torna uma ferramenta mais adequada que a Transforma de Fourier de Tempo Curto para 

análise de transitórios. 

Quando o parâmetro de escala é 0 <  𝑠 <  1,  𝜓𝑠,𝜏(𝑡) é uma versão comprimida de 𝜓(𝑡) ao 

longo do eixo horizontal. Ao deslocar esta versão ao longo do vetor, multiplicando-a por cada 

seguimento determinado pela janela wavelet, o resultado é que aqueles seguimentos com maiores 

oscilações serão melhor localizados do que quando se considera uma versão de 𝜓(𝑡) mais expandida, 

que é obtida escolhendo-se 𝑠 >  1. É claro que quando a wavelet é escalonada seu suporte é alterado. 

Assim, se a wavelet 𝜓(𝑡) tem um suporte de tamanho 𝑁 então  𝜓𝑠,𝜏(𝑡) terá um suporte de tamanho 

|𝑠|𝑁. Quando esta wavelet é deslocada, então seu suporte fixa-se próximo a sua localização temporal, 

ou seja, em 𝑡 = 𝜏 (Kaiser, 1994). 

Além do parâmetro de escala, a quantidade de momentos nulos de uma wavelet também afeta 

a forma de onda da função. Para uma função wavelet 𝜓(𝑡) ∈ 𝐿2(ℝ), o 𝑔-ésimo momento nulo é dado 

pela integral 

𝑚𝑔 = ∫ 𝑡𝑔𝜓(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
, 𝑔 = 0,1,2, … , 𝐺 − 1. (32) 

 

O teorema do momento para a Transformada de Fourier de uma função 𝜓 consiste do seguinte 

resultado (Vetterli e Kovacevic, 2007): 

𝜕𝑔𝐹𝜓(𝜔)

𝜕𝜔𝑔
|
𝜔=0

= (−𝑗)𝑔𝑚𝑔. (33) 
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Considerando o par da Transformada de Fourier, 𝜓(𝑡) ↔ 𝐹𝜓(𝜔) e o valor da transformada na origem, 

estabelecido anteriormente para a condição de admissibilidade, a saber, 𝐹𝜓(0) = 0, e substituindo estes 

na expressão (33), se tem: 

∫ 𝑡𝑔𝜓(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
= 0,𝑔 = 0,1,2,…𝐺 − 1. (34) 

Se o valor da integral na equação (34) se anula para 𝐺 − 1 momentos, então diz-se que a função wavelet 

𝜓 tem 𝐺 momentos nulos. Esse resultado é utilizado pelo Teorema 1 para definir as funções wavelets 

como resultantes das 𝐺-ésimas derivada de uma função de suavização 𝜃(𝑡). 

Teorema 1. Uma wavelet 𝜓(𝑡), com suporte compacto, tem 𝐺 momentos nulos se, e somente 

se, existe uma função 𝜃(𝑡) com decaimento rápido, tal que 

𝜓(𝑡) = (−1)𝐺
𝑑𝐺𝜃(𝑡)

𝑑𝑡𝐺
. (35) 

Por meio do Teorema 1 pode-se estabelecer a seguinte notação 𝜓𝑠,𝜏,𝐺(𝑡) =

(−1)𝐺
𝑑𝐺

𝑑𝑡𝐺
[|𝑠|−1/2𝜓 (

𝑡−𝜏

𝑠
)], para uma família de funções wavelets na escala 𝑠, deslocamento 𝜏 e 𝐺 

momentos nulos. Entretanto, no contexto de classificação de padrões, os vetores de atributos não estão 

indexados temporalmente, ou seja, a ordem com que os atributos estão inseridos no vetor não é 

relevante para a tarefa de classificação. Por isso, a partir de agora o parâmetro de deslocamento será 

desconsiderado. Logo, as funções wavelets serão implementadas apenas em relação aos parâmetros de 

escala e momentos nulos, isto é, 𝜓𝑠,𝐺(𝑡) = (−1)
𝐺 𝑑𝐺

𝑑𝑡𝐺
[|𝑠|−1/2𝜓(

𝑡

𝑠
)]. 

Dentre as diversas funções wavelets que são expressas como a derivada de uma função de 

suavização, conforme equação (35), recentemente uma nova família foi proposta por Lamblém et. al 

(2016), a qual é denominada Golden wavelets em referência ao famoso número de ouro. Essas funções 

apresentam resultados superiores às funções wavelets clássicas como a Mexican Hat, na análise da 

regularidade de sinais com descontinuidades (Gossler et al., 2018), e às wavelets Gaussianas e 

Daubechies (para alguns momentos nulos) na aplicação de extração de atributos para reconhecimento 

de arritmias cardíacas (Gossler et al., 2016). 

Essas funções são obtidas pela derivada do quociente entre polinômios com coeficientes de 

Fibonacci, que se expressam por meio da igualdade 

𝑝𝑘(𝑡) = 𝑡𝑝𝑘−1(𝑡) + 𝐻𝑘−1, 𝑘 ≥ 1, (36) 

onde 𝐻𝑘−1 é o 𝑘-ésimo termo da sequência de Fibonacci {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,… }, que é formada 

pela soma dos dois termos anteriores.  

Um exemplo de Golden wavelet é obtido considerando a função de suavização 𝜃(𝑡) como o 

quociente entre os polinômios 𝑝0(𝑡)  =  1 e 𝑝2(𝑡)  =  𝑡
2 +  𝑡 +  2 (Gossler et al., 2018), isto é: 
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𝜃(𝑡) =
1

𝑡2 +  𝑡 +  2
, (37) 

e aplicando a derivação, equação (35): 

𝜓(𝑡) = −
2𝑡 + 1

(𝑡2 +  𝑡 +  2)2
, (38) 

Resultando em uma wavelet com um momento nulo. Para obter wavelets com mais momentos nulos 

basta derivar sucessivamente a equação (38). Na análise comparativa apresentada em Gossler et al. 

(2018), estuda-se a função Golden Hat, que possui quatro momentos nulos. 

Na seção ulterior as soluções de problemas de classificação não-linearmente separáveis são 

abordadas e proposta uma técnica baseada nas funções Golden wavelets para mapeamento do espaço 

de atributos. 

 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

O primeiro problema investigado está ilustrado na Figura 4, onde duas classes, amarelo e azul, 

são representadas por dois atributos 𝑥1 e 𝑥2, onde a linha vermelha tracejada é uma fronteira de decisão 

aprendida pela Regressão Logística, cuja expressão é dada por 𝑦𝑛 = 1,11 × 10
−5 − 0,012𝑥1 −

0,002𝑥2. 

 

Figura 4. Exemplo de um problema não-linearmente separável. A linha vermelha tracejada representa 
a fronteira de decisão obtida empregando uma Regressão Logística. Fonte: os autores. 

 

Este é claramente um problema do tipo não-linearmente separável, porque nenhuma fronteira 

de decisão linear aprendida é capaz de separar as classes adequadamente em superfícies de decisão que 

contenham a maior quantidade possível de instância da classe relativa a ela, lembrando que essas 

fronteiras devem particionar o plano em dois outros planos disjuntos. Deste modo, a Regressão 
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Logística não fornecerá bons resultados de classificação. Mais especificamente, neste exemplo ocorrem 

511 erros de predição, de um total de 1.000 instâncias utilizadas para treinamento/teste. Observe que 

neste caso não foi selecionado outro conjunto para testar o modelo induzido, pois não se faz necessário 

nesse momento. 

Um erro de cerca de 50% em um problema binário balanceado, como o exemplo em discussão, 

significa que a fronteira de decisão aprendida é irrelevante, porque pode-se simplesmente escolher uma 

classe ou outra para cada instância apresentada, que o resultado seria análogo. 

Com o objetivo de tornar linearmente separável o espaço de atributos ilustrado na Figura 4 é 

proposto o mapeamento a seguir, equação (39), baseado na Golden wavelet descrita na equação (38): 

𝒛𝑛 = 𝜑(𝒙𝑛) = [𝜓𝑠,𝐺(𝑥1𝑛 , 𝑥2𝑛)]
T
, (39) 

para todo 𝑛, recordando que 𝒙𝑛 = (𝑥1𝑛 , 𝑥2𝑛) é o 𝑛-ésimo padrão que carrega informações 

características de um certo ambiente, e 𝒛𝑛 o respectivo padrão mapeado, sendo 𝐺 e 𝑠 a quantidade de 

momentos nulos e a escala considerada, respectivamente, para as funções wavelets; 𝜓𝑠,𝐺(𝑥1𝑛 , 𝑥2𝑛) 

significa que a função wavelet 𝜓𝑠,𝐺  é aplicada em cada coordenada, ou alternativamente, podemos 

também pensar na representação bidimensional dada na equação (40) 

𝜓𝑠,𝐺(𝑥1, 𝑥2) = ((−1)𝐺
𝑑𝐺

𝑑𝑡𝐺
[|𝑠|−1/2𝜓 (

𝑥1
𝑠
)] , (−1)𝐺

𝑑𝐺

𝑑𝑡𝐺
[|𝑠|−1/2𝜓(

𝑥2
𝑠
)]) . (40) 

No   
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Quadro 1 estão ilustradas as fronteiras de decisão, linhas vermelhas tracejadas, nos espaços de 

atributos mapeados pelas Golden wavelets para distintos momentos nulos 𝐺 e escalas 𝑠. Na Tabela 1 

estão exibidos os erros de estimação, calculados pela equação (1), gerados ao tomar os espaços de 

atributos mapeados apresentados no Quadro 1. 
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Quadro 1. Fronteiras de decisão (linha vermelha tracejada) considerando funções Golden wavelets com 

diferentes momentos nulos (𝐺) e em distintas escalas (𝑠), para o problema ilustrado na Figura 4. Fonte: 
os autores. 

𝑮 
𝒔 

1 2 

1 

  

2 

  

3 

  

4 
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5 

  

 

Tabela 1. Erros de estimação considerando funções Golden wavelets com diferentes momentos nulos 

(𝐺) e em distintas escalas (𝑠). Fonte: Os autores. 

𝑮 
𝒔 

1 2 

1 168 202 

2 393 461 

3 0 0 

4 392 235 

5 92 140 

 

Observa-se na Tabela 1 que apenas quando são implementadas as Golden wavelets 𝜓1,3 e 𝜓2,3 

é que os espaços de atributos mapeados se tornam perfeitamente (erro nulo) linearmente separáveis. As 

demais possibilidades também geram espaços linearmente separáveis, mas com maiores erros de 

predição, como por exemplo, a utilização das Golden wavelet 𝜓1,5. O pior resultado é obtido 

implementando a Golden wavelet 𝜓2,2 e, pela fronteira respectiva do   
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Quadro 1, nota-se que o padrão de dispersão dos atributos neste caso é análogo ao do problema 

original, Figura 4, exceto que ocorre uma dispersão maior dos atributos. 

Em resumo, as Golden wavelets, equação (38), com 3 momentos nulos, são adequadas para 

transformação do espaço de atributos daqueles problemas similares ao ilustrado na Figura 4. Para 

compreender porque estas wavelets são adequadas é necessário analisar sua expressão analítica, que é 

dada por: 

𝜓𝑠,3(𝑡) = −
6 (2

𝑡
𝑠 + 1) [2 (

𝑡
𝑠)

2

+ 2
𝑡
𝑠 − 3]

[2 (
𝑡
𝑠)

2

+
𝑡
𝑠 + 2]

4 . (41) 

 

Para exemplificar, tomam-se quatro instâncias: 𝑥𝑎𝑚1 = (−0,31; 0,67), 𝑥𝑎𝑚2 =

(0,38;−0,69), 𝑥𝑎𝑧1 = (−0,35; 0,08) e 𝑥𝑎𝑧2 = (0,38;−0,04) das classes amarelo e azul, 

respectivamente, as quais estão localizadas na mesma superfície de decisão gerada pela Regressão 

Logística, significando que, pelo modelo aprendido, pertencem a mesma classe, ou seja, 𝑥𝑎𝑚1 e 𝑥𝑎𝑧1 

estão no lado superior da fronteira de decisão da Figura 4, e 𝑥𝑎𝑚2 e 𝑥𝑎𝑧2, no lado inferior (Veja Figura 

5 (a)). 

O mapeamento realizado pela Golden wavelet 𝜓1,3, mapeia as instâncias 𝑥𝑎𝑚1, 𝑥𝑎𝑚2, 𝑥𝑎𝑧1 e 

𝑥𝑎𝑧2 nas localizações: 𝑥′𝑎𝑚1 = (0,76;0,11), 𝑥′𝑎𝑚2 = (0,50;−0,76), 𝑥′𝑎𝑧1 = (0,63;1,03) e 𝑥′𝑎𝑧2 =

(0,50; 1,51), respectivamente. Na Figura 5 estão ilustradas as novas localizações destas instâncias bem 

como as fronteiras de decisões geradas antes do mapeamento, Figura 5 (a), e após o mapeamento, Figura 

5 (b), representadas pela linha tracejada vermelha. 
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Figura 5. Exemplo de mapeamento para instâncias específicas. Superfícies: (a) não-linearmente 
separável e (b) linearmente separável após mapeamento utilizando a Golden wavelet da equação (40). 
As linhas tracejadas vermelhas representam as fronteiras de decisão. Fonte: os autores. 

 

Um segundo problema de classes não-linearmente separáveis está ilustrado na Figura 6. Nesse, 

embora as instâncias das classes estejam distribuídas em núcleos pouco dispersos, há um núcleo da 

classe amarela entre dois núcleos da classe azul, o que impede que uma reta seja aprendida para 

separação das classes. A linha tracejada exibida na Figura 6, separa as classes com um erro de 287 

instâncias de um total de 700, correspondendo a 41% de erro.  Uma fronteira de decisão adequada neste 

exemplo seria uma fronteira circular em torno das instâncias da classe amarela. Assim, as instâncias 

dentro da fronteira pertenceriam a classe amarela e aquelas que estivessem fora a classe azul. 

Para resolver este problema pela Regressão Logística, novamente o mapeamento baseado na 

Golden wavelet, equação (38), é empregado, mas desta vez apenas os resultados para as escalas 1 e 3 

são exibidos, no Quadros 2 e Tabela 2. 
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Figura 6. Um problema não-linearmente separável. A classe azul se distribui em dois núcleos, tornando 
impossível encontrar uma reta que separe ela da classe amarela. Fonte: os autores. 

 

Quadro 2. Fronteiras de decisão (linha vermelha tracejada) considerando funções Golden wavelets com 

diferentes momentos nulos (𝐺) e em distintas escalas (𝑠), para o problema ilustrado na Figura 6. Fonte: 
os autores. 

𝑮 
𝒔 

1 3 

1 

  

2 
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3 

  

4 

  

5 
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Tabela 2. Erros de estimação considerando funções Golden wavelets com diferentes momentos nulos 

(𝐺) e em distintas escalas (𝑠). Fonte: os autores. 

𝑮 
𝒔 

1 3 

1 115 2 

2 143 75 

3 135 131 

4 312 182 

5 317 131 

 

Pelos resultados apresentados, é claro que utilizar a Golden wavelet 𝜓3,1, que resulta em um 

erro de apenas duas instâncias, é a melhor opção. Na imagem correspondente no Quadro 2 vê-se como 

as classes foram bem separadas ao tomar esse mapeamento. 

Nos experimentos anteriores foram fixados apenas alguns valores para a escala e momentos 

nulos, no entanto, pode-se variar tais parâmetros conforme se queira, tendo em mente que a escala 𝑠 é 

um número real positivo e a quantidade de momentos nulos é um inteiro positivo. Além disso, a escala 

dilata ou comprime a wavelet, tendo consequentemente um resultado de dilatação ou contração do 

espalhamento das instâncias, enquanto que, a quantidade de momentos nulos está relacionada a forma 

de onda da função, pois esta varia conforme a ordem das derivadas. Pois isso, o resultado no espaço 

mapeado é muito mais distinto ao variar o parâmetro 𝐺, do que ao variar a escala 𝑠. 

A solução de mapeamento apresentada baseada nas Golden wavelets pode ser entendida como 

um método de aprendizado de máquina não-supervisionado, analogamente ao método Análie de 

Componentes Principais, pois tais métodos representam transformações do espaço de entrada de dados. 

Devido a essa característica, o método de mapeamento proposto deve empregar um esquema 

de aprendizagem seletivo, isto é, sobre o conjunto de treinamento testa-se as funções wavelets para 

transformação do espaço de atributos não-linearmente separável para um espaço linearmente separável. 

Após, na fase de testes, emprega-se aquela função wavelet que gerou o menor erro. 

Além disso, a escolha da função wavelet também é uma tarefa importante, pois pode-se 

constatar pelos experimentos que a forma de onda da função afeta o resultado do mapeamento. As 

funções Golden wavelets são adequadas para este propósito, pois muitas formas de ondas podem ser 

geradas bastando tomar distintas razões entre polinômios com coeficientes de Fibonacci (Gossler, 

2016). 

Geralmente, espera-se que a performance não seja a mesma sobre os conjuntos de indução e 

teste, mas tal resultado é comum mesmo nos esquemas de aprendizagem supervisionada. 
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Em síntese, este ensaio apresentou uma proposta de utilização das funções Golden wavelets 

para mapeamento do espaço de atributos não-linearmente separáveis para espaços linearmente 

separáveis, e algumas aplicações utilizando o método Regressão Logística para obtenção das fronteiras 

de decisão. A abordagem proposta pode, evidentemente, ser aplicada para qualquer algoritmo que gere 

fronteiras de decisão lineares. 

Em trabalhos futuros pretende-se investigar, em problemas reais, como o mapeamento 

proposto pode melhorar os resultados de performance, e quais das diversas funções Golden wavelets 

são mais adequadas a resolução destes problemas. 
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