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Apresentagao

As principais vertentes no estudo das ciéncias da matematica sdo: historia da
matematica, aspectos relativos ao ensino e aprendizagem da disciplina, o estudo da
matematica por si mesma, denominada de matematica pura e também as aplicaces das
teorias matematicas.

Neste livto sdo apresentadas discussdes sobres questoes relativas a historia da
matematica, a educagao e aplicagoes.

No primeiro topico, os autores elaboram um texto que resgata a historia do primeiro
matematico brasileiro a obter o doutoramento, destacando suas principais contribui¢des.

No segundo tépico, é apresentada uma pesquisa sobre o ensino/aprendizagem da
disciplina de matematica financeira no nivel superior, empregando a metodologia de ensino
e avaliagao Team Based 1earning.

Mesclando os tépicos de aplicagao e educagao, temos um trabalho sobre as fun¢oes
e equagOes exponenciais e logaritmicas, tratando um pouco sobre seu desenvolvimento e
importancia histéricos e sua utilizagao até os dias atuais.

Por dltimo, relativo ao tépico de aplicacao, duas pesquisas ilustram diferentes teorias
matematicas, concernentes a analise de dados e equagdes diferenciais, exibindo suas
aplicagcoes na analise de sinais de voz e estudo de circuitos elétricos, respectivamente.

Assim sendo, este livro trilha apenas uns pouquissimos caminhos construidos pela
matematica. Pretendemos que esta obra seja ampliada para que esta disciplina tao essencial
para o desenvolvimento da ciéncia possa ser melhor compreendida em suas mais diferentes
abordagens.

Bruno Rodrigues de Oliveira
Alan Mario Zuffo
Jorge Gonzalez Aguilera
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Capitulo 1

Joaquim Gomes De Souza (1829-1864): A

Construgao de uma Imagem de Souzinha

Irene Coelho de Aratijo'

Eder Pereira Neves'

INTRODUCAO

Este texto apresenta uma investigaciao sobre a vida e as obras de Joaquim Gomes de
Souza com vistas a constru¢ao de uma imagem desse personagem — mais conhecido na Histéria
da Matematica brasileira como Souzinha (1829-1864). Para tanto, debatemos algumas das a¢oes
que levam uma pessoa a se tornar importante para a Histéria, como sao registrados os
acontecimentos que a fizeram se tornar nome de rua, nome de escolas, pragas, razoes do por
que alguém escreveu livros sobre a pessoa, realizou homenagens publicas e construiu
monumentos dela.

Adotamos como suporte tedrico e metodolégico elementos da Analise de Discurso
Francesa (ADF), buscando tanto aproximar das concep¢oes de Foucault e Bakthin, quanto
relacionar Historia e Linguistica, fugindo da percepgao da transparéncia da linguagem e da ilusao
do entendimento das variadas formas de expressoes possiveis por meio dos cédigos linguisticos.

Em busca de formas de lidar com as nogdes discursivas, sua significacdo, seu sentido e
seu uso na Histéria, tomamos a decisao de estudar pontos de vista de historiadores, filésofos e
linguistas com vistas a auxiliar na efetivagao do trabalho. A conclusio a que chegamos é de que
uma imagem de Souzinha nio se resume ao que ele de fato produziu em termos de obras
fantasticas ou perfeitas. Os fatos, as tradi¢oes, crengas, prestigio familiar, os valores presentes
no século XIX, a forma de escrita das biografias foram fatores que permitiram a sua inser¢ao na
historia.

Este estudo teve como finalidade discorrer sobre os diversos fatos que envolvem a

constru¢ao de uma imagem biografica apresentada em textos escritos sobre um personagem da

I Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul (UEMS), Unidade Universitaria de Cassilandia. Rodovia MS 306,
Cassilandia-MS.
* Autor de cortespondéncia: irene(@uems.br
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Hist6ria da Matematica. A partir dos fatos, procuramos compreender o que influenciou os
autores dos textos nos seus escritos e langar luz ao processo de construgao de uma imagem de
Joaquim Gomes de Souza — Souzinha (1829-1864).

Esse personagem, o primeiro matematico brasileiro a conseguir o grau de doutor em
Matematica com defesa publica de tese, deixou textos escritos relacionados a Matematica, Fisica
e Poesias, foi parlamentar na provincia do Maranhao e médico. Sobre ele foram escritos varios
textos, e o presente trabalho traz uma compilagiao e um debate sobre as informagoes e os juizos
contidos em alguns escritos.

Para escolher os textos seguimos uma tradicao, qual seja, a de analisar os que mais
apareceram como referéncia nas pesquisas sobre o assunto selecionadas para este trabalho cujo
detalhamento descrevemos adiante.

Os textos encontrados em nossa busca foram publicados em datas referentes a trés
séculos diferentes. Esse fato teve que ser levado em conta em nossas analises, pois consideramos
que essa diferenca de datas pode ter influenciado as escritas dos autores. Por isso, a analise de
como cada pesquisador, em momentos e influéncias diferentes, contou a histéria de Joaquim
Gomes de Souza se tornou fundamental.

No texto publicado no Diccionario Bibliographico Portuguez de autoria de Innocencio
Francisco da Silva (1884), encontramos a autobiografia de Souzinha. Nesse documento, foi
possivel o estudo de suas memorias escritas e o conhecimento dos conceitos matematicos
apresentados. Em seguida sdao apresentados os titulos das memorias constantes da autobiografia
e um detalhamento daquela que trata dos métodos gerais de integracao.

Os dados sobre a vida e as obras matematicas de um professor da Escola militar do Rio
de Janeiro que nasceu e estudou no Brasil, defendeu uma tese de doutorado considerada inédita
e que viveu no perfodo de construcio de alguns conceitos da Matematica do século XIX,
permitiram observar como era a Matematica que ele estava investigando e relatar pesquisas que
indicam se de fato houve contribui¢io da obra de Souzinha para as descobertas da época.

A constru¢ao de uma imagem de Joaquim Gomes de Souza e um levantamento dos
conceitos matematicos pesquisados por ele e registrados em suas publicagoes podem contribuir
com as pesquisas em Historia da Matematica e, também, com a formacao de professores de
Matematica. Entendemos que a contribuicio seja a de informar a participagio de um
matematico brasileito na construcido de conceitos matematicos.

Os procedimentos metodologicos adotados nesta pesquisa sao aqueles adequados a uma
abordagem qualitativa de uma pesquisa bibliografica e documental. Adotamos elementos da

Analise de Discurso Francesa (ADF) como aporte tedrico e metodologico, buscando tanto
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aproximar das concepgdes de Foucault e Bakthin, quanto relacionar Histéria e Linguistica. Para
nos esses referenciais tedricos e metodologicos possibilitam entender as diversas formas do uso
da linguagem para investigar os fatos historicos que envolvem a historia de Souzinha.

O texto que resulta deste estudo foi organizado da seguinte forma:

Apresentamos dados biograficos de Joaquim Gomes de Souza e, de maneira sucinta,
alguns ideais presentes no século XIX que podem ter influenciado a forma de escrita sobre a
histéria de Souzinha. Expomos, nessa parte, a opiniao do primeiro critico e do primeiro grande
admirador que aparecem na histéria de Souzinha, bem como os argumentos que eles apresentam
para sustentar suas ideias.

Foram feitas consideracbes sobre a diferenciacio dos discursos na Historia e na
Linguistica. Expusemos também as visdes de Foucault e Bakthin sobre elementos que compem
a ADF e suas relagbes com a construcdao da imagem de uma pessoa.

Apresentamos, as obras escritas por Joaquim Gomes de Souza, o que o influenciou para
escreve-las, os meios que utilizou para publicacao dessas obras, as justificativas usadas, alguns
conceitos matematicos apresentados por ele nessas obras e sua forma de organizagdo e escrita.

Destacamos que, o personagem pesquisado recebe algumas denominagoes: a
denominacao de Joaquim Gomes de Souza, seu nome de registro; Gomes de Souza como ¢
indicado em algumas publica¢des e, também Souzinha, codinome que recebeu quando ainda era

crianga e que aparece em algumas publicagdes.

ELEMENTOS BIOGRAFICOS DE JOAQUIM GOMES DE SOUZA - SOUZINHA
A analise de uma imagem biografica de Joaquim Gomes de Souza foi feita observando
varios aspectos de sua trajetoria; depoimentos sobre sua personalidade que constam em varios
livros de diversas épocas, bem como concepgdes sobre fatos de sua carreira e, também, opinides
criticas sobre seus procedimentos (Figura 1).
Ao observar a constru¢io de um texto, devemos levar em conta a atuacao eficaz de
carater linguistico e social que demanda a participagao de sujeitos inseridos num determinado

contexto sociocultural, envolvidos no processo de organiza¢ao dos discursos.
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Figura 1. Retrato de Joaquim Gomes de Souza.
Fonte: http://www.google.com.br/search/joaquimgomesdesouza

Ao observar a construcio de um texto, devemos levar em conta a atuacdo eficaz de
carater linguistico e social que demanda a participacio de sujeitos inseridos num determinado
contexto sociocultural, envolvidos no processo de organizagao dos discursos.

De acordo com Viveiros (1954), o Maranhao despontava na politica e na economia, foi
natural a necessidade de os filhos dos senhotres ricos buscarem o melhoramento intelectual,
muitos maranhenses foram estudar na Europa. Com isso, o Maranhao se tornou um local com
grande representacao intelectual e cultural, grandes nomes de destaque constituiram o chamado
Grupo Maranhense (1832 — 1868), por isso recebeu a rotulagio de “Atenas do Brasil”.

Joaquim Gomes de Souza nasceu em 15 de fevereiro de 1829, na vila de Itapecuru
Mirim, na provincia do Maranhio, e faleceu em Londres no dia 1° de junho de 1864. Foi o
sétimo filho de uma familia de nove irmaos, recebeu o apelido de Souzinha, quando ainda era
crianca.

Iniciou seus estudos em Sdo Luis, com 12 anos de idade foi enviado para Olinda, com
o intuito de estudar Direito, porque o seu irmao mais velho ja estudava la e pelo fato de que,
naquela época, a cidade de Olinda atrafa muitos estudantes de todo o Brasil, por conta da
existéncia do Seminario Catolico e da Faculdade de Ciéncias Juridicas e Sociais.

Um ano depois Souzinha retornou para Sao Luis, pois seu irmao havia falecido, ele
ficaria em Olinda sozinho e seu pai decidiu envia-lo em 1843, com apenas 14 anos, para a Escola
Militar do Rio de Janeiro a fim de seguir a carreira militar. Ficou registrado na histéria de
Souzinha que foi na Escola Militar que ele se destacou, apresentando muito dominio das
Matematicas.

Em virtude de ser muito franzino, as praticas militares nao atrafam Souzinha, que se

interessava mais pela Matematica e, em 1845, reconheceu nio ter condi¢oes fisicas para
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continuar na Escola Militar e resolveu dar baixa do exército, no mesmo ano fez o exame de
Latim e Filosofia para ingressar no curso de Medicina da Faculdade do Rio de Janeiro, com 16
anos de idade.

Ao cursar o primeiro ano de Medicina, encontrou na Fisica e na Quimica uma grande
motivagao para suas pesquisas; com isso, comegou a estudar sozinho o Calculo Diferencial e
Integral, Mecanica e Astronomia.

Em 1848, depois de ter certeza de que queria enveredar pela Matematica, abandonou o
curso de Medicina. Conseguiu autorizacao para fazer exames, na tentativa de concluir o curso
de Ciéncias Matematicas e Fisicas; depois de fazer varias avaliagbes diante da comissiao de
professores avaliadores, conseguiu comprovar seus conhecimentos na congregacao da Escola
Militar e essa lhe concedeu o grau de bacharel em Ciéncias Matematicas e Fisicas.

A partir do titulo de bacharel, solicitou a Congregacao da Escola o direito de defender
em publico sua tese, a fim de obter o grau de doutor, sua solicita¢ao foi aceita. Com 19 anos
defendeu uma tese inédita em Astronomia, com 55 paginas, tendo como fundamento basico as
teorias de Laplace, contidas na sua obra Mecanica Celeste.

Depois de obter o grau de doutor, considerado como o primeiro matematico brasileiro
a ter o grau de doutor com defesa publica de tese em universidade brasileira, tornou-se professor
da Escola Militar.

No mesmo ano da defesa da tese, surgiu uma vaga de lente substituto' na Escola Militar.
Ele fez a selecao, foi aprovado, contratado e se tornou professor da Escola Militar, ou seja, foi
professor substituto da 1* cadeira do 4° ano, que compreendia as disciplinas de Trigonometria
Esférica, Astronomia e Geodésia. Como exigéncia da fungao, teve de ser nomeado tenente-
coronel do exército e capitio honorario da Escola Militar.

A primeira biografia de Joaquim Gomes de Souza, escrita por Antonio Henriques Leal
(1828-1885) no livro Pantheon Maranhense: Ensaios Biograficos dos Maranhenses ilustres ja
falecidos (1874), é uma referéncia carregada de ufanismos, demonstrando do inicio ao fim uma
admiragao peculiar, capaz de confundir o leitor com as informagdes, dando a impressio de que
toda aquela historia faz parte de uma irrealidade.

Nessa mesma biografia, Leal afirma que D. Pedro II era admirador de Souzinha e o
designou, em 1852, especialista em Ciéncias Sociais, para que ele passasse a se dedicar a pesquisa
das reformas necessarias ao sistema penitenciario do pafs; logo depois, foi nomeado secretario
da comissao diretora da constru¢ao e do regime interno da casa de correcao da Corte; nesse

cargo ele permaneceu até a sua a morte.

1's2g. Obsol. Professor substituto de escola superior. (Dicionario Autélio, 2000, p. 423).
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Segundo Portela (1975), com a justificativa de estudar o sistema penitenciario europeu,
argumentando sobre a necessidade de reformar o nosso sistema, requereu ao governo brasileiro
permissao para ir a Europa, mais precisamente para Franga, Inglaterra e Alemanha. Em 1854,
viajou para a Franca, enquanto esteve 1a aproveitou para fazer os estudos sobre o regime
penitenciario, dedicou-se as pesquisas matematicas, tentando publicar algumas de suas
memorias e concluiu o curso de medicina na Faculdade de Medicina de Paris.

Souzinha ainda se encontrava na Alemanha quando ficou sabendo que havia sido eleito,
em novembro de 1856, representante do Maranhao na Camara dos Deputados. Ele foi indicado
por alguns amigos, parentes e admiradores para representar seu distrito eleitoral, que englobava
a regiao de Itapecuru Mirim. Gomes de Souza voltou ao Brasil para tomar posse no inicio de
1857.

Uma forma de continuar fazendo parte do poder politico no século XIX e ter
oportunidade de participar de grupos que comandavam as decisdes de uma determinada regiao
era ampliar os lagos familiares, por meio dos casamentos entre pessoas das familias que
detinham o poder, para que as novas geraces continuassem as aliancas.

Ele n3o se casou com nenhuma mulher nascida no Maranhio, mas, sim, com Rosa
Edith, inglesa, filha do reverendo Humber.

Os interesses de Souzinha em casar com Rosa Edith eram outros, segundo Souza (2008,
p. 184):

No inicio de 1857, ja com seus 28 anos de idade, deputado do Patlamento Brasileiro,
resolveu que necessitaria se casar, ser chefe de familia era uma condi¢do que lhe
cobrariam mais cedo ou mais tarde, tanto pela idade, quanto pelo lado politico. De
imediato pensou em Miss Rosa Edith, a jovem inglesa que havia conhecido ha menos
de um ano, nio porque uma paixido arrebatadora o havia atingido, mas porque ela
reunia as condi¢Ges ideais para ser a sua esposa.

Do pedido ao pai da moga, até o casamento foram apenas oito dias, um casamento
rapido com interesse de chegar ao Brasil para assumir o Parlamento Brasileiro, como um homem
que respeitava as tradi¢oes em vigor em sua terra natal.

Joaquim Gomes de Souza se casou com Rosa Edith, deixou-a na Inglaterra e veio para
o Brasil tomar posse do seu cargo. S6 em 1858 trouxe a esposa para o Brasil, tiveram um filho
e, em 1861, sua esposa morreu com febre tifoide contraida em uma viagem que fez ao interior
do Maranhdo para apresentar sua esposa a familia e conhecer seu eleitorado, pois ele havia se
candidatado novamente para o cargo de deputado, ao qual tomou posse em 1861. Em 1863,
mortreu o seu filho em Sao Luis, vitima de uma doenga repentina que nem ele sendo médico
percebeu a gravidade do estado de saude da crianga.

Nos livros, dissertagoes e artigos analisados na pesquisa sobre a vida e os feitos de

Joaquim Gomes de Souza, a maioria deles s6 apresenta elogios a pessoa de Souzinha,

10
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intitulando-o de génio. Esse material deixa transparecer um personagem que niao teve tempo,
nem oportunidade de realizar seus objetivos. Apenas um livro escrito em 1878 por Frederico
José Correia (1817-1881), com titulo “Um livro de criticas”, traz duros julgamentos a ele,
chamando-o de charlatio.

A imagem-objeto do homem nio se reduz a uma pura coisificagdao. Pode despertar o
amor, a piedade, etc. Mas o importante é que ela seja (e deve ser) compreendida. Na
obra literaria (como em todas as artes), tudo, até mesmo as coisas inertes
(correlacionadas com o homem), é marcado de subjetividade. (Bakhtin, 1997, p. 341)

Passamos agora a apresentar criticas a Joaquim Gomes de Souza, feitas por Frederico
José Correia, em sua obra Um livro de Criticas (1878):

Frederico José Correia é o primeiro intelectual brasileiro a ter davidas convincentes
quanto a propalada genialidade de Gomes de Sousa, muito antes da revisio das reais
dimensdes do talento do matematico maranhense ao longo do século 20. [...] O critico
Cotreia, no lugar de um génio, enxerga apenas charlatanismo e impostura, sobretudo
na biografia de Antonio Henriques Leal a respeito do matematico. (Martins, 2009, p.
660)

Frederico José Correia é ousado em suas palavras, com o intuito de criticar a obra de
Antonio Henriques Leal, chamando Joaquim Gomes de Souza de charlatio. Esse julgamento ¢
algo que mereceu nossa atengao na analise, pois precisamos investigar as reais intencoes dele, se
havia algum fundamento em seus discursos ou se era alguma magoa que ele detinha, ja que a
obra o Pantheon Maranhense fazia a biografia de varias pessoas consideradas por Leal como
ilustres e Frederico ndo aparecia entre os biografados.

Para isso observamos fatos da cultura brasileira da época em que Frederico José Correia
escreveu essas criticas, e constatamos que por tras de todo esse discurso havia certa revolta
relacionada ao fato de ainda viver em um pais de certa forma atrasado, ruralizado, com o
dominio politico de coronéis, onde predominava o analfabetismo; suas ideias eram bem
diferentes dos fatos presentes no ideario comum dos intelectuais daquele periodo.

E fato que Antonio Henriques Leal exaltou Joaquim Gomes de Souza para muito além
do que os residuos documentais permitiram ver. Concordamos com Correia (1878) quando ele
tece suas criticas, na falta de um livro que pudesse confirmar a tese de que Souzinha era um
genio.

A obra que Gomes de Souza publicou em 1859, em Leipzig, na Alemanha, impressa

pela F. A. Brokbaus, também foi alvo das duras criticas de Frederico José Correia.

11
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Figura 2. Frontispicio de Anthologie Universelle.

Fonte: http://www.google.com.br/search /joaquimgomesdesouza

O livro Anthologie nniverselle choix des meillenres poésies lyriques de diverses nations dans les langues

originales apresenta quinhentas poesias em dezessete linguas de nagdes diferentes, foi organizado
com duas paginas de capa e contracapa, uma pagina para a dedicatdria, quatro paginas dedicadas
ao prefacio, dezoito paginas destinadas ao indice, mostrando a nagdo a que pertence cada poeta
e o titulo de suas poesias, e novecentos e quarenta e trés paginas de poesias.

O titulo, a dedicatoria e o prefacio foram escritos em lingua francesa e as demais paginas
foram escritas na lingua do poeta mencionado. Na pagina voltada para a dedicatoria, Souzinha
homenageou Luis Antonio Vieira da Silva, afirmando que a obra era dedicada a ele como sinal
de alta consideragao por seu talento e sua amizade.

No prefacio da obra, Joaquim Gomes de Souza tenta explicar como foram feitas a
organizac¢ao do livro e as escolhas das poesias, ele deixa evidente que as poesias sio de género
lirico, apesar de algumas serem épicas, e que nao foram apenas baseadas em um gosto particular,
mas, sim, escolhidas as melhores poesias de cada povo, pois o objetivo dele era dar a
oportunidade ao leitor de transpor os limites fisicos de seu pais e estabelecer um vinculo de
fraternidade entre as nacdes.

E possivel perceber nas entrelinhas do prefacio que ele teve ajuda de alguém na escolha

dessas poesias, mas nao cita nenhuma pessoa, afirma que ¢ um trabalho inédito e dificilmente
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alguém fara alguma coisa igual, pois a cada dia surgirao novas poesias e critérios diferentes para
organizar algo parecido.

Gomes de Souza nao indica como escolheu determinadas na¢Oes e poetas, mas afirma
que escolheu poetas notaveis e que foi guiado pelo ponto de vista da estética, nao explica o
porqué de ter colocado alguns poetas brasileiros como se fossem poetas portugueses e nao
esclarece por que iniciou a obra em francés e depois colocou as poesias nas linguas originais.

Considerando esse contexto, apresentamos o entendimento de Foucault (1926-1984),
que compreende que a andlise do discurso s6 pode ocorrer por meio das coisas que ficaram
registradas, que foram ditas, ja que:

S6 pode se referir a performances verbais realizadas, ja que as analisa no nfvel de sua
existéncia: descricdo das coisas ditas, precisamente porque foram ditas. A analise
enunciativa ¢, pois, uma analise histérica, mas que se mantém fora de qualquer
interpretacdo: as coisas ditas, ndo pergunta o que escondem, o que nelas estava dito
e o nio-dito que involuntariamente recobrem, a abundancia de pensamentos, imagens
ou fantasmas que as habitam; mas, ao contrario, de que modo existem, o que significa
para elas o fato de se terem manifestado, de terem deixado rastros e, talvez, de
permanecerem para uma reutilizacio eventual; o que é para eles o fato de terem
aparecido - e nenhuma outra em seu lugar. (Foucault, 2008, p. 124)

O prefacio ¢ o unico lugar da obra em que ele poderia ter indicado como foi a
organizac¢ao do livro; em seguida, ele colocou os nomes dos poetas, a nagdo a que pertencem e
as suas respectivas poesias em sua lingua original, sem nenhuma explicacio para aquelas
escolhas. Em nenhum momento do livro aparecem comentarios sobre quando e onde ele
comecou a fazer o levantamento das poesias, o motivo pelo qual se dedicou mais a alguns poetas
do que a outros.

Diante disso, podemos perceber e compreender os motivos que levaram Frederico José
Correia a tecer tantas criticas a essa publicacdo, ja que ndo ha na obra nenhuma referéncia da
forma como ele conseguiu os dados, como foi a escolha do idioma e dos poetas, porque ele nao
escolheu uma lingua e reuniu todas as poesias em um idioma s6, para quem serviria um livro
com essas caracteristicas, porque deixou de fazer comentarios sobre a importancia de cada
poeta, cada nag¢ao, cada poesia, quanto tempo ele gastou para organizar essa obra, quem foram
os seus colaboradores, essas e muitas outras questoes ficaram sem respostas.

Quando ele escreveu “poctes portugais’, deveria querer dizer poetas da lingua
portuguesa, pois nesse grupo colocou 4 poetas brasileiros, mas nao deixou isso claro, o leitor
desatento pode achar que todos sao de Portugal; talvez ele pudesse ter aproveitado a
oportunidade para enaltecer o nome do seu pais.

Frederico José Correia em sua obra ‘Um Livro de Criticas’ demonstra muita faria a se

referir a0 modo pretensioso de Souzinha ao organizar a coletanea de poesias sem critérios de
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organizagdao, com muitas questdes sem respostas, restrita a alguém que dominasse 17 idiomas e
gostasse de poesias liricas.

Para Correia essa obra serviria apenas para aumentar seu numero de atividades
intelectuais, pois naquele periodo, quanto mais eclético fosse o intelectual brasileiro, mais
prestigio ele teria, justificava-se, assim, segundo Correia, o interesse de Joaquim Gomes de
Souza em publicar uma obra que tivesse essas caracteristicas, pois ele iria ser visto como alguém
que dominava, além da Matematica, 17 linguas, conhecia bem o género lirico e estava por dentro
das diversas literaturas.

Correia queria evidenciar em suas criticas, que Gomes de Souza tinha como principal
objetivo realizar um fato que pudesse ter um destaque nacional, causando uma admira¢ao dos
leigos, um fato extraordinario, coisa digna de génio, essa forma de autopromocao foi o que
gerou tantas criticas de Correia, mas ele vai além e critica até o que ele chama de antologia
universal, porque omitiu poetas do Oriente, do Norte e do Sul da América.

Correia menciona em seu livro varias intencoes e falhas de Souzinha, mas também
apresenta algumas injusti¢as e exageros em suas criticas, pois ele acusa Gomes de Souza de ter
esquecido de contemplar as linguas como o latim e grego, porém isso nao ¢é verdade, pois foram
apresentadas 18 poesias envolvendo essas duas linguas. Percebemos nesse detalhe que o
objetivo de Correia era de desmoralizar a obra de Souzinha.

Apesar de todas as criticas, Correia ndo afirma em nenhum momento que Joaquim
Gomes de Souza nao possuia inteligéncia, muito pelo contrario, depois que ele analisa todas as
suas produgoes, discursos, ele afirma que “talento, nao ha duvida, mas talento unicamente de
quem lé e aprende e diz o que leo e aprendeo” (Correia, 1878, p. 146). Correia concorda que
Souzinha possui um pouco de talento, mas nao algo magnifico, ele indica que apenas ele ¢é capaz
de ler, compreender e formar textos em determinados contextos de forma persuasiva,
demonstrando saber o que esta falando.

Em relacio a obra inacabada que Leal cita no Pantheon, afirmando que para ser
publicada sé precisava da introdugdao e de uma boa redagdo, essa obra que nao havia sido
publicada era o /ivro Mélanges de Calenl Intégral, cuja publicacio data de 1882 pela editora F. A.
Brokhaus, financiada pelo governo brasileiro, depois de um projeto aprovado na Camara dos
Deputados da provincia do Maranhao, exigindo a publicacdo do livto com os materiais que ele
havia deixado na editora em Leipzig, na Alemanha, a mesma editora que publicou a Antologia

universal das poesias liricas.
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Os materiais deixados por Gomes de Souza foram organizados e revisados pelo
professor de Matematica Fdouard Anatole Lucas. Esse livro foi prefaciado por M. Charles

Henry, amigo de Souzinha e bibliotecario frances.

Figura 3. Folha de rosto do livro Mélanges de Calcul Intégral.
Fonte: Foto tirada pela autora (2010); livro encontrado na biblioteca de obras raras da
PUC/SP.

Quem conheceu os feitos de Joaquim Gomes de Souza, tendo como base o livro de
Antonio Henriques Leal, passou adiante a ideia de génio e a histéria contribuiu para espalhar
essa fama de intelectual comparavel a outros cientistas admiraveis, mas como ha pesquisadores
que ainda hoje buscam explicagdes sobre o nio reconhecimento de Souzinha, talvez possa
justificar alguma coisa, o fato de Joaquim Gomes de Souza ter se dedicado a politica talvez possa
ter prejudicado o seu desenvolvimento na Matematica, o proprio Leal inicialmente era contrario
a candidatura dele a uma cadeira na Camara dos Deputados, pois isso poderia prejudicar as suas
pesquisas.

Como o Brasil estava vivendo um processo de civilizagao e constituicio de um perfil
nacional, muitos intelectuais tiveram que se dividir entre a Ciéncia, a Filosofia, a Arte, a Historia,
a Literatura e a Politica porque o pafs passava por um momento de consolida¢ao e isso, por um
lado, contribuiu com a patria, mas, por outro, nao permitiu que um intelectual brasileiro se
dedicasse a uma unica especialidade e se tornasse um grande representante dessa area. Essa
caracteristica era um feno6meno geral que ocorreu no mundo todo.

A falta de brasileiros que tenham se destacado em nivel mundial gerou em alguns

historiadores brasileiros, como por exemplo, Antonio Henriques Leal, a necessidade de criar
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pessoas que apresentassem caracteristicas de mitos, comparagoes e lendas, para assegurar uma
identidade nacional influenciada por individuos comparaveis a grandes génios europeus.

Devemos, no entanto, atentar para as influéncias do Romantismo nesse periodo
histérico, e uma das caracteristicas dessa escola literaria era a originalidade, a valorizacdo das
coisas que existiam no Brasil, a singularidade da cultura brasileira, a promogao das belezas
naturais para que a cada momento o povo brasileiro pudesse se sentir ainda mais feliz pelo fato
de ser brasileiro.

O cenario intelectual brasileiro oitocentista nao admitia criticas, a partir do momento
em que alguém criticava ideias de algum homem de prestigio da época, significava uma ofensa
pessoal ou até mesmo um insulto a pessoa, ja que alguns se julgavam acima de qualquer
desconfianca sobre suas capacidades intelectuais, o individuo criticado passaria a atacar e
desqualificar moral e intelectualmente a pessoa que o criticou e isso gerava muitos conflitos e
inimizades.

Mesmo diante de tudo isso, Frederico José Correia nao se omitiu e criticou Leal, Gomes
de Souza e outros maranhenses, talvez tivesse 0s seus motivos, como ja exposto anteriormente,
algo que tivesse ocorrido e que ndo tenha sido do agrado de Correia.

Por meio da escrita da Historia, percebemos que, muitas vezes, a postura de quem a
escreve diante da representagdo do passado pode transformar varias formas de ver os
acontecimentos. Como lidar com o prestigio de alguns diante de determinados grupos e registrar
fatos, em que sdo personagens principais, sem eleva-los a condi¢ao de heréi ou mito?

A valorizagdo de determinados personagens na Historia pode conduzir a imaginagio a
momentos pontuais dos registros histéricos, remetendo a construgao de narrativas que levam
as tradigoes, aos individuos e obras respeitaveis, sem levar em conta fatores que proporcionaram
esse prestigio.

O livro Pantheon Maranhense: ensaios biograficos dos maranhenses ilustres ja falecidos
contribuiu também para que, mesmo depois de alguns anos, a ideia de que Joaquim Gomes de
Souza teria sido um grande intelectual brasileiro continuasse se propagando, como podemos
perceber nas referéncias escritas nos séculos XX e XXI. Todo esse prestigio dado a Gomes de
Souza influenciou a criagdo da Academia Maranhense de Letras em agosto de 1908, em Sio
Luis, tendo como patrono da cadeira de nimero oito Joaquim Gomes de Souza.

A linguagem utilizada nas descri¢des de Leal colocava o biografado em uma posigao de
génio, criando sobre a pessoa algo envolto em um mundo de fantasias. Isso pode ser percebido
quando ele fala do aprendizado de Souzinha quando ainda estava no primeiro ano do curso de

Medicina:
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No Diccionario Bibliographico Portugnez sao encontrados estudos de Innocencio Francisco
da Silva (1810-1876), aplicaveis a Portugal e ao Brasil, que foram continuados e ampliados por
Brito Aranha (1833-1914), tomo décimo segundo, quinto do suplemento ], publicado em
Lisboa na Imprensa Nacional no ano de 1884, 6 paginas que se dedicam a contar a historia de
Joaquim Gomes de Souza e cita como principal referéncia a obra de Antonio Henriques Leal.

Nos dados referentes a Souzinha, encontrados no Diccionario Bibliographico Portugnez, ha
uma cita¢ao retirada do que ele chama de autobiografia feita por Joaquim Gomes de Souza antes
de morrer, na qual deixa claro o desejo de ter o seu trabalho reconhecido pela Historia brasileira,
como podemos perceber em suas proprias palavras:

Bem que eu tenha estudado mathematicas ddrante muitos annos, e saiba melhor
analyse mathematica que qualquer outro ramo de conhecimentos humanos; bem que
actualmente seja considerado como financeiro e tenha tomado parte viva nos nossos
debates politicos, o meu trabalho de predileccdo, aquelle que eu considero como o
fim da minha vida e pelo qual sobretudo espero merecer alguma cousa dos meus
contemporineos, se ¢ que eu terei de merecer alguma cousa, ¢ pela obra que eu
preparo com o titulo de Leis da natureza, cédigo de legislacdo em que, passando em
revista o universo inteiro, pretendo expor as leis fixas, gerais e invariaveis que

presidiram a sua organiza¢io. (Silva, 1884, p. 52)

Constatamos, por meio de sua fala, como ele se reconhece em relagio aos seus
conhecimentos e como o fato de ter se enveredado por outros caminhos pode ter prejudicado
a sua principal vocacdo, que era a Analise Matematica. A principio da a entender que quer ser
reconhecido, mas, em seguida, faz a correcao “se ¢ que terei de merecer alguma coisa”, essa
frase leva a imaginar que ele ndo era tao pretensioso como Correia (1878) afirmava, porém
julgava estar terminando um trabalho magnifico fora da area que ele considerava como de maior
talento.

Antonio Henriques Leal afirma em seu livro que Gomes de Souza nio teve tempo de
concluir essa obra que planejara, pois havia muita coisa para ser provada. Nos fragmentos que
ele deixou, nao se encontra nenhum vestigio de que tenha ocorrido essa publicacao.

O fato de registrar esses dados em sua autobiografia sobre uma futura publicacido, que
nao ocorreu, favoreceu a ideia do génio que nio teve tempo de concluir a sua grande obra, a
que iria revolucionar uma determinada area. Observando dessa forma, podemos perceber
melhor que ha intengbes por traz desse discurso, a0 mesmo tempo em que ele se mostra humilde
em relagio ao seu reconhecimento, deixa transparecer que esse novo trabalho seria algo
grandioso e ainda nao havia nenhuma analise de tal material.

No Diccionario Bibliographico Bragileiro, quarto volume publicado em 1898, no Rio de
Janeiro, pela Imprensa Nacional, escrito por Augusto Victorino Alves Sacramento Blake, sao
dedicadas duas paginas e meia a Joaquim Gomes de Souza, em que se evidencia em grande parte

a genialidade dele, relatando as suas publicagdes e detalhando seus estudos na Europa,
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afirmando que ele “ndo fazia alarde dos muitos titulos scientificos de universidades e das
academias de Londres, Berlim e Vienna d’Austria, das quaes era sécio”. (1898, p. 142)

Esse Diccionario cita como referéncias o livro de Antonio Henriques Leal e o Diccionario
Bibliographico Portugnez; entre os elogios que aparecem nos relatos do Diccionario ele afirma que o
apelido de Gomes de Souza era de “genio mathematico” (1898, p.142). Mais uma vez
percebemos a forma de apresentagao dos dados concernentes ao matematico, pois em nenhum
momento o autor questiona alguma incoeréncia em relacio as publicagdes diversificadas, que
sao citadas no Duccionario, apenas contribui para enaltecer a imagem de Souzinha.

Euclides da Cunha (1999) emite sua opiniao sobre Joaquim Gomes de Souza em sua
obra postuma ‘A Margem da Histéria’, em que evidencia a sua admiragao.

Foucault mostra por meio de suas concepcOes que todas as coisas faladas, escritas ou
pensadas estdao vinculadas a relagoes de poder e saber, ja que sao relacionadas a praticas sociais
que envolvem institui¢cdes, textos, percepeoes diversas voltadas e ancoradas as diferentes formas
de poder que estio em constante atualizaco.

Leal (1987) afirmou que a entrada de Souzinha na politica atrapalhou as suas pesquisas.
Quando atuava como professor na Escola Militar que se tornou Escola Central, ele se dedicava
muito aos estudos, estava sempre em contato com novas pesquisas, mas a partir do momento
em que foi nomeado, por volta de 1852, para ocupar o cargo de Secretario da Comissao Diretora
da Construgao e do Regime Interno da Casa de Corregao da Corte, deixou de se dedicar so6 as
pesquisas.

Foi nesse cargo que surgiu a oportunidade de viajar 2 Europa com a desculpa de ir
conhecer e analisar o sistema penitenciario europeu, com o objetivo de reformar o sistema
brasileiro, mas como era professor iria aproveitar para estudar os observatérios astronémicos
na Franca e na Inglaterra.

Podemos perceber que Souzinha gostava de se ocupar de muitas atividades, ja que ele
tinha uma missao de funcionario publico e estava sempre se dedicando as pesquisas matematicas
e fisicas e, ainda, teve tempo de concluir na Franca o curso de Medicina que iniciou no Rio de
Janeiro, sem contar que tinha seus problemas de saude.

Foram encontrados em uma carta escrita, em 1857, por Joao Francisco Lisboa,
enderecada a Antonio Henriques Leal, comentarios sobre a postura de Joaquim Gomes de
Souza diante de alguns fatos. Ele escreveu ap6s Gomes de Souza visita-lo em Portugal, quando
estava vindo ao Brasil tomar posse do cargo de deputado.

Em outros trechos da carta, Lisboa evidencia que Gomes de Souza tinha habitos de

pessoa solitaria, apresentava ser muito timido, introspectivo, falava em tom baixo, chega a

18



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

afirmar que: “No todo tem seus ares de uma moga delicada e timida” (LISBOA apud SOUZA,
2008, p. 188), gostava de conversar sobre temas que interessava a ele e nao era de perder tempo
com assuntos fora do seu contexto.

Apesar de ter um perfil de intelectual compromissado com suas pesquisas ¢ nao de
politico, ficou contente em ser eleito deputado, mesmo estando morando fora do Brasil foi
indicado e se elegeu por trés mandatos (1857 a 1860), (1861 a 1863), (1864 a 1867), mas nao
conseguiu cumprir o ultimo mandato por causa da sua saude debilitada e consequente
talecimento.

Depois que assumiu o seu cargo como deputado, nao tentou fazer mais nenhuma
publicagao, percebemos que sua entrada na politica atrapalhou seus objetivos de cientista,
apenas gerando uma expectativa muito grande por parte de seus admiradores, mas nao se
concretizando nada de fato.

Um questionamento feito por um colega do estudioso na Camara evidenciava que
Joaquim Gomes de Souza de fato estava apaixonado pela carreira parlamentar, pois foi acusado
por outro parlamentar de ter planos para disputar uma vaga no Senado. A essa acusagdo ele
nada respondeu, pois de fato tinha interesse, porém nao tinha idade, naquela época s6 era
possivel disputar uma cadeira no Senado a partir dos 40 anos de idade. Ele tinha tudo para
conseguir essa vaga.

Os parentescos e os apadrinhamentos contavam muito naquele momento, ¢ possivel
que isso tenha influenciado nas indicagdes para as trés eleicoes em que ele concorrera a
deputado. Nao estamos pondo em duvida a sua competéncia, porém ha indicios de alguns
privilégios, pelo fato de manter um bom relacionamento com o Império.

Quero dizer que em uma sociedade como a nossa, mas no fundo em qualquer
sociedade, existem relagdes de poder mdaltiplas que atravessam, caracterizam e
constituem o corpo social e que estas relagdes de poder ndo podem se dissociar, se
estabelecer nem funcionar sem uma produgdo, uma acumulagdo, uma circulagéo e
um funcionamento do discurso. Nao ha possibilidade de exercicio do poder sem uma
certa economia dos discursos de verdade que funcione dentro e a partir desta dupla
exigéncia. (Foucault, 1979, p. 101)

Souzinha se destacou como parlamentar, defendeu varios projetos, inclusive alguns
voltados aos problemas ligados a Educagio, saiu em defesa da mudanca do extenso curriculo
da Escola Militar, langou dois aditamentos propondo a concessao de duas loterias em favor da
Escola Politécnica de Agricultura do Maranhdo e duas em favor do Estabelecimento dos
Educandos Artifices do Maranhio.

Lutou pela fixagao das pessoas no trabalho rural, defendeu um exército forte para cuidar
da segurancga interna e externa do Brasil, demonstrou zelo com os gastos publicos, lutou pelo

fim da submissao do Brasil aos paises estrangeiros, participou da Comissao de regularizacao da
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navegacao na provincia do Espirito Santo, da Comissao de Instrucio Publica, participou,
também, da Comissao de orcamento e contas.

Passou a ter contato mais com a sua provincia sentindo o gosto de conviver com pessoas
que o admiravam, conversava com os eleitores, discutia problemas locais e regionais. Atravessou
dois momentos tristes, quais sejam, a morte de sua esposa e um ano depois a de seu filho, sem
conseguir diagnosticar o problema da morte de seu tnico herdeiro.

Joaquim Gomes de Souza tinha tuberculose e fez de tudo para aliviar os seus problemas
de saude, tomava medicacao adequada, mudou para regides de serra no Rio de Janeiro, mas nao
conseguiu resistir por muito tempo, licenciou-se de um dos mandatos, casou novamente para
ter alguém que cuidasse melhor dele, porém nao conseguiu cumprir o tltimo mandato e faleceu
em Londres em mais uma tentativa de tratamento para melhorar as suas dificuldades
respiratorias.

Apbs sua morte muitas homenagens foram feitas a ele, foram encontradas em Itapecuru
Mirim — MA, cidade onde ele nasceu, bem como em Sao Lufs — MA, Itaocara — R], Hulha Negra
— RS, Rio de Janeiro — R] e até em Sao Paulo — SP, homenagens presentes em nomes de escolas,
nomes de ruas, nome de pragas, monumentos, bustos e outros.

Na Encyclopedia Science Technology, and Society, publicada em 2005 pela OXFORD University
Press, na parte que trata da Historia da Ciéncia, encontramos um trecho dedicado a Joaquim
Gomes de Souza, comentando as suas notas publicadas na Académie des Sciences de Paris, na Roya/
Society, e o livro publicado depois de sua morte: Mélanges de Calenl Integral.

No Webster’s Online Dictionary - Brockaus Webster’s Timeline History 1772-2007, tendo como
editor o professor Ph.D. Philip M. Parker, publicado em 2009, foram dedicadas algumas linhas a
Joaquim Gomes de Souza comprovando a publicagao de 1859, qual seja, “Anthologie Universelle
choix des meilleures poésies lyriques de diverses nations dans les langues originales”.

Quem encontrar o nome de Gomes de Souza nessas publicagdes historicas
internacionais, sem levar em conta outros dados em torno das suas produgdes e dos
questionamentos que surgiram, podera construir uma imagem de alguém com muito prestigio
em varios paises, a ponto de ter o seu nome gravado nesse tipo de publicagdo estrangeira, o que
poderia nao corresponder ao que de fato ele foi.

Livros, dicionarios, revistas, artigos, redes sociais e blogs sio espagos capazes de
promover e enaltecer muitos nomes, perceber o prestigio de uma pessoa apenas pelo registro
em um desses meios nao pode ser considerado suficiente, pois as fontes historicas que

proporcionaram esses dados devem ser levadas em consideragao.
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A CONSTRUCAO DE UMA IMAGEM DE SOUZINHA

Na investigagdo para este trabalho, em busca da constru¢ao de uma imagem de
Souzinha, analisamos doze textos escritos, os mais presentes nas pesquisas que envolvem a
historia de Souzinha. Entre eles ha seis livros (dois do século XIX, dois do século XX e dois do
século XXI); trés artigos publicados no século XX; um artigo e duas dissertacoes de mestrado,
escritos no século XXI. Os diferentes discursos presentes nesses textos possibilitaram a
compreensao dos objetivos que levaram cada autor a escrever sobre Souzinha, bem como das
influéncias que tiveram.

Analisamos, também, a autobiografia de Souzinha e o que ficou registrado na
matematica presente em suas memorias. O entendimento das diversas formas do uso da
linguagem na investigacao dos fatos historicos, que envolvem a histéria de Souzinha, foi obtido
pela utilizacao dos elementos da analise do discurso francesa. Esse referencial tedrico-
metodologico e as concepgoes de Foucault e Bakhtin possibilitaram relacionar Historia e
Linguistica.

Foi possivel, ainda, perceber como foram registrados os fatos que fizeram Joaquim
Gomes de Souza se tornar nome de rua, nome de escolas e de pragas. Observamos os motivos
que levaram a escrita de livros sobre esse personagem e a realizacdo de homenagens publicas
presentes em monumentos.

Ninguém pode construir uma auto-imagem isenta de mudanga, de negociagio, de
transformacao em funcio dos outros. A construcio da identidade é um fendémeno
que se produz em referéncia aos outros, em referéncia aos critérios de aceitabilidade,
de admissibilidade, de credibilidade, e que se faz por meio da negociacio direta com
outros. Vale dizer que memoéria e identidade podem perfeitamente ser negociadas, e
nio sio fendmenos que devam ser compreendidos como esséncias de uma pessoa ou
de um grupo. Se é possivel o confronto entre a memoria individual e a meméria dos
outros, isso mostra que a memoria e a identidade sdo valores disputados em conflitos
sociais e intergrupais, e particularmente em conflitos que opéem grupos politicos

diversos. (Pollak, 1992, p. 204)

Durante a pesquisa, refletimos sobre acontecimentos que ocorrem normalmente,
percebemos que, quando alguns sdo mais destacados nas diversas midias, consequentemente
sao lembrados mais do que os outros, sendo, com isso, possivel medir as dimensoes e o grau de
importancia que tornaram as pessoas notaveis para a histéria de um grupo.

As diferentes formas de narrar a histéria de acontecimentos nos fizeram perceber a
materializagao dos valores e das crengas, e que o jeito de apresentar fatos orienta a compreensao
do presente para uma pessoa ou para um grupo social. Assim, reconstruir a forma de narrar
esses acontecimentos historicos foi uma maneira de repensar e refletir sobre os textos escritos

e os fatos relacionados 2 histdria de Souzinha.
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Bakhtin (2001, p. 11) assegura que: “Para entrar na historia é pouco nascer fisicamente:
assim nasce o animal, mas ele nio entra na histétia. E necessatio algo como um segundo
nascimento, um nascimento social”.

A interagao verbal é uma das formas que Bakhtin utiliza para explicar as influéncias que
cada sujeito exerce sobre o outro nas relaces sociais. Levando-se em conta essa referéncia,
observamos e percebemos como ocorre esse nascimento social, como acontece e se interpreta
a percepeao desse fenomeno que esta vinculado as relagdes culturais e sociais vivenciadas pelas
pessoas.

Miguel e Miorim (2004, p. 161) afirmam que:

Ao dialogarmos com a historiografia — acabamos por constituir uma nova historia,
ndao apenas porque fazemos perguntas novas ao passado, mas também, e, sobretudo,
porque incorporamos novas fontes, novas vozes a esse didlogo; percebemos novas
possibilidades de estabelecimento de relagbes entre discursos apatentemente
desconexos e incomensuraveis; porque impomos ao passado novos deslocamentos,
novos focos de descontinuidade e novos elos de continuidade, etc.

Debatemos sobre o que tem valor nas diferentes formas de registro da memoria
histérica. Assim, foi considerada a estrutura social vivida por pessoas ou por grupos sociais, uma
vez que, por meio dessa composicao social, formam-se os subsidios para a construgido da
narrativa histérica, que aparece registrada em livros, revistas, monumentos, documentos e, até
mesmo, em filmes. Tudo isso se vincula em acdes institucionalizadas como escolas, museus,
bibliotecas, casa de cultura, ou mesmo em narrativas que representam tradi¢cdes, como por
exemplo, festas populares, homenagens orais e outras.

Os aspectos culturais se tornam atos humanos, a partir do momento em que a pessoa
nasce e se desenvolve, passam por uma a¢ao que envolve o histérico-cultural que compde o
funcionamento psicolégico do ser humano. Esse individuo se distingue das outras pessoas,
forma significados que sao compartilhados e divididos nos grupos sociais, a partir daf é
construida sua propria trajetéria de desenvolvimento.

O significado historico de uma pessoa para determinados grupos ocorre de forma
diferenciada, pois uma imagem dessa pessoa pode estar vinculada a varios fatos. O
conhecimento em relagdo aos fatos que envolvem esse grupo é uma das formas de comprovar
como foi desenvolvido o seu carisma e o seu espirito de lideranga.

Portanto, o individuo é uma produgio do poder e do saber. Ndo é apenas em relagdo
as instituigdes que essa produ¢io pode ser pensada. Acredito que, muito antes do
ingresso do estudante na institui¢do, a vigilancia ¢ exercida, num primeiro momento,
pela familia que supde uma ordem que nio ¢ nem formulada, nem explicada, mas
suficiente para propiciar o comportamento esperado. Fora dessa ordem primeira e,
mais claramente na universidade, o individuo estard sob fiscalizagio permanente, que
hierarquiza, que produz “..aptidGes individualmente caracterizadas mas
coletivamente uteis.” (Foucault, 1979, p. 147)
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Foucault considera que a pessoa é resultado de uma forma de cultivo de poder e de
saber, que s6 pode ser evidenciada por meio da vigilancia e isso ndo ocorre por acaso.

Uma lideranga surge dentro dos grupos, por meio dos codigos que envolvem o grau de
autoridade, a importancia e o prestigio, influenciadas pela vocagao que cada lider possui, ou seja,
aptidao capaz de exercer uma lideranga, ter argumentos para comandar grupos e decidir sobre
fatos e acontecimentos. Essas posturas, em relagao aos grupos, colaboram para a valoriza¢ao da
pessoa nas narrativas historicas.

Tudo se passa como se os interditos, as barragens, as entradas e os limites do discurso
tivessem sido dispostos de maneira a que, a0 menos em parte, a grande proliferacio
do discurso seja dominada, de maneira a que a sua riqueza seja alijada da sua parte
mais perigosa e que a sua desordem seja organizada segundo figuras que esquivam
aquilo que é mais incontrolavel; tudo se passa como se se tivesse mesmo querido
apagar as marcas da sua irrup¢ao nos jogos do pensamento e da lingua. Ha sem duvida
na nossa sociedade, e imagino que em todas as outras, com base em perfis e
decomposicoes diferentes, uma profunda logofobia, uma espécie de temor surdo por
esses acontecimentos, por essa massa de coisas ditas, pelo surgimento de todos esses
enunciados, por tudo o que neles pode haver de violento, de descontinuo, de
batalhador, de desordem também e de perigoso, por esse burburinho incessante e
desordenado do discurso. (Foucault, 2002, p. 14)

Cada instituicdo ou grupos apresentam caracteristicas diferenciadas em relacio a
constru¢do de uma imagem de uma pessoa. As universidades, os centros de pesquisa, as
academias, associacOes, sociedades cientificas, as comunidades religiosas e as sociedades civis
definem caracteristicas proprias para constituirem as narragoes historicas sobre a construgao de
uma imagem de um determinado sujeito.

Ao nos depararmos com monumentos, bustos, fotografias em museus, nomes de ruas,
nomes de pragas, raramente as pessoas se mostram curiosas o bastante para ler ou pesquisar
sobre determinado homenageado, para saber qual a importancia dele, porque o nome dele esta
ali. Muitas vezes a homenagem foi feita com tanta admiragao na época e hoje em dia é vista
apenas como um nome, nao ha questionamentos sobre esse tipo de registro historico.

Os fatos do passado que se apresentam por meio de monumentos, bustos, estituas,
fotografias, nomes dados a ruas, pragas, prédios, 6rgaos publicos ou particulares passam
despercebidos, mas sdo registros importantes da historia da pessoa homenageada. Os motivos
que levaram autoridades a elaborar um projeto para criar denominagdes, ajudam a contar a
histéria daquela pessoa.

As herancas do passado tém como principal objetivo perpetuar a imagem da pessoa que
recebeu a homenagem, contribuir para a memoria coletiva, permitir que seus feitos sejam
repassados e que possam servir de exemplo para novas geragoes.

O fato de termos considerado textos escritos, falados, registros em nomes de ruas,

pragas, escolas, bustos, estatuas e outros, fontes historicas, implicou a necessidade de uma
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concepgao teodrica de linguagem para sua interpretagao. Por isso, propusemos um entendimento
em torno das questoes que envolvem o sentido nos discursos, a fim de compreender como se
constituiu uma imagem de Souzinha.

No percurso desta pesquisa, verificamos como eram os padrdes de referéncia do século
XIX, tanto em relaciao aos letrados, quanto em relagao aos intelectuais e politicos. Para Del
Priore (2009), esses padrdes eram baseados em uma concep¢ao que se fundamentava em atribuir
a alguns homens de destaque uma inteligéncia incomum, e que criava a partir dessas
caracteristicas mitos e lendas sobre determinadas pessoas. Com isso, era refor¢ada a admiragao
e o respeito da opiniao publica.

Elementos que envolvem a constru¢ao de uma imagem de alguém sao repassados por
meio da acdo e da reacdo que sao provocadas nas pessoas ou em grupos responsaveis por manter
vivos os fatos que formaram essa imagem. Toda forma possivel de admiracao, respeito e
prestigio dessa pessoa, seguramente estara registrada em diversos materiais, noticiarios e
simbolos, a mesma coisa acontece quando a imagem da pessoa ¢ desgastada.

E nesse sentido que um autor modifica todas as particularidades de um heréi, seus
tracos caracteristicos, os episodios de sua vida, seus atos, pensamentos, sentimentos,
do mesmo modo que, na vida, reagimos com um juizo de valor a todas as
manifestacoes daqueles que nos rodeiam: na vida, todavia, nossas reagdes sio
dispares, sdo reacSes a manifestacdes isoladas e ndo ao todo do homem, e mesmo
quando o determinamos enquanto todo, definindo-o como bom, mau, egoista, etc.,
expressamos unicamente a posicao que adotamos a respeito dele na pratica cotidiana,
e esse juizo o determina menos do que traduz o que esperamos dele; ou entdo se
tratard apenas de uma impressao aleatéria produzida por esse todo ou, enfim, de uma
ma generalizacio empirica. (Bakhtin, 1997, p. 26)

No século XIX, podemos encontrar, na historia brasileira, relatos de que havia poucas
pessoas que dominavam apenas uma area, geralmente, estavam envolvidas em varias frentes
intelectuais. Isso pode ser uma explicacio para o fato de Gomes de Souza ser merecedor de
tantos elogios e de ter um prestigio regional muito grande.

Os historiadores Del Priore e Venancio (2010, p. 176) afirmam que:

Por essa época, havia no Brasil pouca especializagdo da atividade intelectual. Um
individuo podia, a0 mesmo tempo, ser magistrado, jornalista, romancista, poeta,
historiador, arquedlogo, naturalista, transitando, assim, em diversas areas do
conhecimento.

Pelo fato de o Maranhio ter sido denominado de “Atenas brasileira”, nome dado em
virtude de existir um grupo de maranhenses, entre 1832 e 1868, do qual Joaquim Gomes de
Souza fazia parte, considerados génios por um projeto regulado por um referencial europeu, as
geracdes que vieram apds esse grupo se consideraram herdeiras de uma cultura muito
importante, comparada a grega. Vale ressaltarmos que o Maranhdo era apenas uma provincia,

porém se julgava no direito de ser referéncia europeia para as demais provincias brasileiras.
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Para entendermos um pouco mais sobre as situacOes geradas pelos fatos citados no
paragrafo anterior, salientamos que grande parte do século XIX foi influenciada pelas ideias
presentes no Romantismo.

O Romantismo no Brasil contribuiu também para a valorizacao de temas brasileiros,
especialmente os ligados a exaltacio da natureza, criando uma concepgdo paradisiaca da
realidade brasileira. Foi nesse perfodo que a Historia oficial brasileira comegou a se organizar.
Iniciou-se o processo de identificacdo, selecio e arquivamento de varios documentos para
garantir dados sobre a identidade nacional.

O artigo: “O Plutarco brasileiro, a produgao dos vultos nacionais no Segundo Reinado”,
escrito por Armelle Enders (2000), mostra como foi a forma de recensear e homenagear os
mortos no Brasil, como ja ocorria na Europa. Havia, pois, a necessidade de homenagear e
respeitar a memoria dos grandes homens e valorizar os seus feitos.

Inicialmente a organizacao e a busca pelo nome das pessoas que morreram ficaram por
conta das instituicdes culturais e artisticas do Império; mais tarde o Instituto Historico e
Geografico Brasileiro (IHGB) se tornou responsavel por essa compilagio de dados e as
publicagdes ja comegaram no segundo numero da revista do IHGB com o seguinte titulo:
"Brasileiros ilustres pelas ciéncias, letras, armas e virtudes, etc ... "

Essa lista aberta ("etc ... ") se inscreve em uma tradi¢do cldssica e universal. O
¢
"pantedo de papel" brasileiro, erigido pela Revista do IHGB e pelos numerosos
dicionarios biograficos publicados durante o reinado de dom Pedro 1I, ndo ¢, contudo
g > >

a simples réplica de um monumento de estilo internacional. Conforma-se as leis gerais

que orientam a histéria do Brasil, como sucessio de fatos e como narrativa, e que

foram definidas por Martius em nome do IHGB. O recenseamento dos grandes

g

homens extrapola, além disso, o debate académico. A administragao da posteridade
> > (} p >

por suas implica¢Ges sociais, produz o encontro da histéria com a memoria, mistura

os campos intelectuais e politicos. (Enders, 2000, p. 42)

Essa forma de homenagem, citada por Enders (2000), é semelhante aos fatos descritos
no livto de Antonio Henriques Leal: “Pantheon Maranhense: ensaios biograficos dos
maranhenses ilustres ja falecidos”. Leal se inspirou nas ideias da época para manter viva a
memoria de pessoas que foram consideradas importantes. Dificil era compreender o grau de
importancia que cada uma tinha e como se definia uma pessoa eminente.

As escolhas biograficas dos historiadores brasileiros conservam do grande homem
das Luzes, seu carater coletivo. Os "brasileiros ilustres" sdo salvos do esquecimento
sob a forma de dicionérios. A se¢io da Revista do IHGB dedicada aos "Brasileiros
ilustres pelas ciéncias, letras, armas e virtudes, etc..." nio foge a regra. Entre 1839 ¢
1888, 118 personagens foram af destacados. Embora a se¢do por vezes desapareca da
revista, como entre 1852 e 1856, isso ndo impede que sejam publicados artigos
biograficos ou necrolégios minuciosos. A redagdo da revista ndo se preocupa em
apresentar considera¢es metodoldgicas para justificar a se¢do. Na primeira vez que
ela aparece, ¢ precedida de uma rapida justificativa que insiste no dever patriético de
preservar a memoria das figuras que se tornaram ilustres. (Enders, 2000, p. 43)
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Apresentamos algumas explicagdes para compreender melhor certos fatos que
marcaram as formas de registro da histéria de Souzinha. Como ele nasceu no Maranhao,
notamos que, durante certo petriodo, esse Estado foi visto como aquele:

Cuja capital foi legitimada historiograficamente em 1612, quando de sua suposta
fundagdo, como a unica de origem francesa, fundada por Daniel de La Touche
(Senhor de La Ravardiere), Francois Rasilly, Yves d’Evreux; aquela que se tornou
parte da sede administrativa do Brasil, segundo Carta Régia de junho de 1621 [...];
lugar onde morou o Padre Antonio Vieira [...], cujos sermdes seriam no futuro
pingados na recomposi¢ao da histéria literaria no Brasil e do Brasil; regidao evocada
no século XIX como lugar onde se falava o melhor e mais casto portugués; pentltima
fronteira a aderir a independéncia do Brasil; provincia a ter o segundo teatro brasileiro
mais antigo e a quarta em aparecimento da imprensa; lugar de eclosao da Balaiada;
regidao exportadora de algoddo, agticar e arroz. [..] para assegurar a idéia de
diferenciacao social, foi o lugar de nascimento, adocdo, espaco de congregacao dos
literatos [...]. (Borralho, 2009, p. 27)

Virios fatos ligados a cultura, a literatura e a politica presentes tanto na fundagao quanto
no desenvolvimento do Estado foram observados. Havia a necessidade das pessoas, nascidas
no Maranhio daquela época, de manter vivas todas as qualidades do Estado, especialmente
tendo como base a sua capital, Sao Luis, tudo o que aconteceu 1a ocorreu com diferenciagao,
com perfeicao, por isso poderia ser considerada como “Atenas Brasileira”.

Foucault (2002, p. 2) afirma que: “O discurso nao ¢é simplesmente aquilo que traduz as
lutas ou os sistemas de dominagao, mas ¢ aquilo pelo qual e com o qual se luta, é o proprio
poder de que procuramos assenhorear-nos”.

Para que todo o Brasil pudesse ter acesso a grandiosidade de Sio Luis, os escritores
daquele periodo registraram em livros, jornais, revistas as coisas boas que ocorriam por 1a. Um
dos grandes responsaveis por criar essa ideia de homens simbolos do Estado do Maranhio foi
Antonio Henriques Leal.

Frederico José Correia tinha valor reconhecido tanto nos debates politicos como nas
controvérsias literarias e foi um dos unicos escritores do Maranhiao que niao adotou esta forma
literaria carregada de elogios para descrever os maranhenses:

Esse escritor estava na contramao do que ocorria no Brasil. Entravam em cena os grupos
que publicavam tributos aos seus vultos, a revista do IHGB nao foi a nica a fazer esse tipo de
homenagem. De fato, se alguém se sentisse esquecido pela revista poderia organizar um livro
para honrar quem tivesse contribuido para o Pafs, fosse brasileiro ou nao.

Segundo Enders (2000), em meados do século XIX, surgiu no Brasil um género literario
denominado de “brasileiros ilustres”, organizado por escritores que colaboravam para a revista
do IHGB, e também faziam as suas publica¢oes independentes.

Exemplos dessas publicagdes sao os livros: “O Plutarco brazileiro”, escrito pelo

historiador e politico Joao Manuel Pereira da Silva (1817-1898) em 1847; “Os vardes ilustres
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do Brazil durante os tempos coloniais”, publicado em 1868 como uma revisao e amplia¢ao do
livro de Joao Manuel Pereira da Silva de 1847; em 1861 foi publicado em dois volumes o livro
“Galeria dos brasileiros ilustres (os contemporaneos) (desde 1822)”, litografado por Sébastien
Auguste Sisson (1824-1893).

Em 1862 foi publicado o livto “As brasileiras célebres”, escrito por Joaquim Norberto
de Souza Silva (1820-1891). Em 1871 foi publicado no Rio de Janeiro o “Diccionario
biographico de brasileiros célebres ‘nas Letras, Artes, Politica, Philantropia, Guerra, Diplomacia,
Industria, Sciéncias e Caridade’ desde o ano 1500 até nossos dias”.

Ja, em 1876, Joaquim Manoel de Macedo (1820-1882) organizou uma espécie de
calendario denominado “Ano biographico brazileiro” para participar de uma exposi¢io nos
Estados Unidos. Foi publicado, também, o livro “Pantheon Fluminense esbo¢os biographicos”
em 1880 por Prezalindo Lery Santos. Mais tarde em 1898 foi publicado o “Diccionario
Bibliographico Brazileiro”, escrito por Augusto Victorino Alves Sacramento Blake.

Também faz parte desse periodo o livro escrito por Antonio Joaquim de Melo (1794—
1873), “Biografias de alguns poetas e homens ilustres de Pernambuco”, publicado de 1856 a
1859, e a obra “Pantheon Maranhense: ensaios biograficos dos maranhenses ilustres ja
falecidos”, de Antonio Henriques Leal (1873—1875). De acordo com a biografia de Antonio
Henriques Leal, ele também foi sécio-correspondente do IHGB.

Por meio do livro ‘Pantheon Maranhense: ensaios biograficos dos maranhenses ilustres
ja falecidos’, Leal evidencia a construcio de um tipo de memoria sobre os feitos desses
maranhenses ligados aos fatos da histéria brasileira, como algo tio importante que vai além da
imortalidade, com o objetivo de apresentar para as geragoes futuras, por meio das biografias,
seu testemunho veridico.

Leal traca o perfil de Gomes de Souza da mesma forma que Enders (2000), como
testemunha viva de quem conviveu com ele, participou junto com ele do partido liberal e nao
deixou a memoria do seu amigo ser esquecida ou desvalorizada. Ele fez de tudo para criar e
ampliar a ideia de que Souzinha foi um homem muito inteligente, intelectual que atuou bem em
varias areas e que nao teve oportunidade e tempo para mostrar todo o seu valor e as suas
capacidades. A admiracao de Leal por Souzinha, foi passada a pesquisadores que continuaram
levando-a adiante.

Joaquim Gomes de Souza conseguiu se manter no grupo dos maranhenses ilustres
porque conseguiu mostrar o seu esforco, destacou-se na Academia Militar, na politica, era um
intelectual respeitado e contribuiu para o plano de conservar o Maranhio como um local

importante para o Brasil, cheio de pessoas cultas e com destaque na Europa.
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A maioria das pessoas que escreveram sobre Joaquim Gomes de Souza cita o livro de
Antonio Henriques Leal e faz muitos elogios a Souzinha. Para compreendermos melhor porque
grande parte dos relatos sobre Souzinha é muito parecido ou segue a mesma linha de
pensamento, encontramos em Bakhtin (1998, p. 140) a seguinte afirmacao:

E suficiente prestar atencio e refletir nas palavras que se ouvem por toda parte, para
se afirmar que no discurso cotidiano de qualquer pessoa que vive em sociedade (em
média), pelo menos a metade de todas as palavras é de outrem, reconhecidas como
tais, transmissfveis em todos os graus possiveis de exatiddo e imparcialidade (mais
exatamente, de parcialidade).

Bakhtin evidenciou que a apropriagao das palavras de outras pessoas, geralmente, resulta
de uma adogao de posicao que foi previamente avaliada e que apresentou um valor social e
moral ligados a repercussao do assunto, ou seja, somos levados a tomar partido em
determinados acontecimentos, seguindo ideias de grupos que mostram os fatos.

Os diferentes meios de comunicagao social auxiliam no registro histérico de fatos,
muitas vezes sendo responsaveis por imagens que enaltecem ou difamam pessoas. Os
expectadores desses meios sao levados a concordar com tudo que é veiculado por eles, aceitando
os fatos sem discutir os interesses que estao em jogo.

O livro de Leal registrou de forma tao forte o lado bom dos maranhenses ilustres, que
a histéria ndo permitiu que as criticas que foram feitas por Frederico José Correia maculassem
o nome de Souzinha e de outros biografados. A tnica repercussao que tiveram essas criticas foi
pequena e em nivel regional, pois nenhum pesquisador que escreveu sobre Gomes de Souza
comentou sobre isso.

O projeto da elite maranhense de manter a ideia de que o Maranhao produzia cultura e
tinha filhos intelectuais de destaque no Brasil e na Europa implicava a divulgagio, a
transformagao e a construcao da imagem dos intelectuais, para que cada vez mais o Maranhio
pudesse ser destaque no cenario nacional, a fim de que os maranhenses analfabetos tivessem
orgulho de morar em um Estado forte e diferenciado.

Sempre foi moeda de troca, um arauto, um salvo-conduto todas as vezes que o
isolamento geografico, politico e econémico fazia os moradores desta cidade se
lembrarem de suas condi¢Ges objetivas. A Atenas era, e ainda ¢, uma idealizagdo do
passado, |...] identificacdo entre os moradores da cidade que se sentiam, ¢ ainda se
sentem, irmanados por um passado brioso, estabelecendo um modus vivendis
pautador de agdes de politicas publicas, desenhos de configuragdo urbana, criando
sentidos de meméria e pertencimento social. (Borralho, 2009, p. 260)

Na época de Joaquim Gomes de Souza, a identidade de alguns maranhenses era
construida com base em uma cultura europeia, refinada e erudita, para firmar a ideia de que Sao
Luiz era a unica capital fundada por franceses. Esses deixaram muitos tracos de sua cultura

presentes na arquitetura, nos costumes, na arte e nos ideais de civilizagao, ja que estavam a dois
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graus ao sul do Equador, na fronteira sdcio-geografica entre a Amazonia e o Nordeste do Brasil;
os maranhenses se sentiam mais perto da Europa do que da capital brasileira.

Conforme os principios estabelecidos por Foucault (2002) quanto ao comportamento
dos discursos e suas caracteristicas, entendemos que, por meio do principio de inversao, a
histéria em torno de Souzinha surge a partir do momento em que um jovem nao consegue se
firmar na carreira militar que era algo natural para ele, por existit uma tradicdo familiar de
militares, e passa a ter sucesso em um curso de Ciéncias Fisicas e Matematicas, sendo capaz de
apresentar uma tese de doutorado inédita aos 19 anos.

Para isso ele contou com admiradores que possuia na Escola Militar, mas também
enfrentou adversarios que discordavam da permissao que deram a ele para realizar os exames
para a conclusao do curso de bacharelado em Ciéncias Fisicas e Matematicas. A partir do
momento em que ele apresentou a sua tese de doutorado, conseguiu se tornar professor
substituto na mesma Instituicao, a partir daf a Escola Militar deixou de ser o espago unico de
conquistas.

Com esse brilhantismo e destaque na Escola Militar, ele despertou a atengao de D. Pedro
1T e foi nomeado para ocupar um cargo no Império. Como ja estava publicando seus artigos na
revista Guanabara e o seu cargo exigia a ida para Europa, aproveitou para tentar publicar suas
Memorias nos melhores centros de pesquisas na Franga, na Inglaterra e na Alemanha.

Pelo principio de descontinuidade, percebemos os discursos se entrelagando, apesar de
apresentarem ideias contrarias, duas frentes se formaram em torno dele, todos passaram a
admirar sua precocidade com as realizagdes na Escola Militar. Nesse contexto, a familia e os
amigos do Maranhao comegaram a ter interesse de leva-lo para a politica, pressentindo que ele
poderia obter sucesso nessa carreira. Por outro lado, os intelectuais que o conheciam nio
apoiavam a ideia de sua entrada na politica.

As tradi¢oes familiares nao foram suficientes para encaminha-lo a carreira militar em
virtude de seus problemas de saide e por causa de seu corpo franzino, porém, a partir da
conquista do cargo no Império, abriu-se a possibilidade de se tornar um representante politico
em sua provincia.

A opinido de Gomes de Souza nao aparece clara nesses discursos, pois nao deixou
escrito em sua autobiografia sua concepgao sobre o periodo em que se tornou deputado
provincial pelo Maranhao, mas ele foi seduzido pela ideia de ser representante de sua regido, de
merecer a confianca de pessoas poderosas e a0 mesmo tempo do povo simples que vivia sendo

explorado.
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O principio de especificidade de Foucault (2002) evidencia os discursos que nao foram
ditos, mas que sdao passiveis de serem percebidos, por isso, por meio dele, percebemos a
decepcao de Souzinha pela nio publicagdo de suas Memorias matematicas em centros de
pesquisas europeus.

Se Gomes de Souza nao conseguiu o prestigio que achava ser merecedor na Europa, era
melhor voltar ao Brasil, trabalhar por seu povo, ja que havia sido eleito deputado provincial,
representante do Maranhdo, sem ao menos morar na regido que o elegeu. Desencadeou em
Souzinha a vontade de cumprir o seu mandato de deputado, conhecer as formas de se fazer
politica no Brasil, ser um bom representante, para com isso ter a oportunidade de obter prestigio
em seu pais.

Ele nao revela em seus escritos, mas adquiriu uma grande paixao pela carreira politica, a
ponto de se arriscar para conhecer e manter contato com o povo de sua regiao. Seus problemas
de saide eram visfveis, mas mesmo assim viajou por varios lugares. Perdeu a sua esposa e filho
nessas andancas. Sempre foi uma pessoa reservada, gostava de ficar em sua casa estudando e,
depois que se tornou deputado, passou a expor as suas convicgoes, discutindo suas concepgoes,
sem temer seus adversarios politicos, com o objetivo de mostrar que era capaz de atuar em
outros cargos nessa carreira que poderia lhe ser muita promissora.

Nio ¢ facil compreender que alguém que se dedicava as pesquisas em Ciéncias Fisicas e
Matematicas e que sonhava em contribuir com as descobertas Matematicas do século XIX,
entrou para a politica e conseguiu deixar de lado todos esses ideais. O principio de exterioridade
de Foucault (2002) possibilita entendermos essa situagao, pois o discurso de Souzinha sobre o
abandono de suas pesquisas na Fisica e Matematica ficou exposto nas entrelinhas, as suas
justificativas estdo relacionadas ao seu problema de saude e falta de respostas da Comissao que
avaliava suas Memorias.

Todas as especulagoes sobre Gomes de Souza encerram-se com a sua morte. A partir
daf passam a existir outros discursos, cada um mostrando o que se conhecia dele, acrescentando
algo a mais sobre o que ele poderia ter se tornado se tivesse vivido mais tempo. E assim vao se
formando uma rede de novos discursos, alguns repetidos, outros que se conflitam, siao
exagerados, criticos, enfim produzidos por pessoas que, antes de tudo, admiravam-no e queriam
exprimir muito respeito para compensar a sua perda.

Escrever sobre ele possibilitava torna-lo como exemplo para outras geragoes e garantir
sua valorizagdo e o nao esquecimento de alguém que trabalhou por seu pais e merecia ser

lembrado. Os escritores que conviveram com ele e 0os que nao o conheceram pessoalmente nao
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conseguiram lidar com a perda de alguém tao jovem que despontava como promissor em varias
areas. B, escrever sobre ele, preenchia o vazio que deixou com a sua morte tao precoce.

Diversas inten¢Oes e objetivos estavam presentes nos textos escolhidos para este
trabalho. O livro de Antonio Henriques Leal publicado no século XIX faz parte das publica¢oes
de quem quer prestar um reconhecimento ao amigo que morreu cedo, nao tendo tempo de
provar ao mundo que era um génio, e se caracteriza com a forma literaria presente naquele
século. No mesmo periodo surge Frederico José Correia com suas criticas, com o intuito de
travar uma luta contra Antonio Henriques Leal. Gomes de Souza e outros maranhenses
biografados foram alvo de suas criticas, das quais algumas julgamos injustas. Certas criticas que
cle fez a Souzinha tém um fundo de verdade, porém o exagero nas afirmagoes leva-nos a
perceber algum tipo de descontentamento com grupos maranhenses, da qual ele nao fazia parte.

José Teixeira de Oliveira, Malba Tahan, Humberto de Campos, Jodo Bacelar Portela,
Leopoldo Corréa, Cicero Monteiro de Souza e Carlos Sanchez Fernandez escreveram seus
textos no século XX, foram influenciados pelas ideias do Pantheon Maranhense e nenhum
comenta ou apresenta criticas a Souzinha. Eles apenas descrevem varios fatos da vida e da obra
de Souzinha, mas também expoem toda admiragao e respeito que cada um tinha por ele. Do
material analisado sobre as obras e a carreira politica de Gomes de Souza, destacam-se como
mais completos, no século XX, o livro de Leopoldo Corréa e o de Jodo Bacelar Portela.

Ubiratan D’Ambrosio, Cicero Monteiro de Souza, Sebastiao Neto, Carlos Ociran Silva
Nascimento publicaram seus textos no século XXI e apresentaram uma forma mais
independente de tratar os fatos sobre a histéria de Souzinha. Mas, muitos dados sio
influenciados por Antonio Henriques Leal e Jodo Bacelar Portela, outras fontes foram
consultadas, novos focos e dados histéricos foram pincelados nessas publica¢oes, porém
nenhum mencionou as criticas de Frederico José Correia. Ubiratan D’Ambrosio e Cicero
Monteiro de Souza foram os que mais dados apresentaram para a historia de Souzinha neste
século.

Tecer elogios a Souzinha e reivindicar seu reconhecimento também contribuia para
divulgar os interesses do Maranhdo e suas caracteristicas. Evidenciar a ideia de génio que nao
teve tempo de mostrar todas as suas capacidades e exigir do Estado uma reparagao pela falta de
valoriza¢do de um talento grandioso como ele, isso fez com que percebessem as qualidades de
Gomes de Souza, por isso lutaram e conseguiram fazer com que o Estado pagasse a publicagao
do livto Mélanges de Calenl Intégral. Onvrage Posthume, porém nao foram capazes de promover um

estudo sobre os conceitos matematicos descritos na obra.
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Se antes da publicagao fosse feito um exame minucioso sobre a Matematica presente em
suas memorias e publicassem aquilo que de fato tinha passado por uma boa anilise, Souzinha
seria mais respeitado nas academias das Ciéncias Fisicas e Matematicas.

Apesar de nio ter obtido prestigio na Histéria da Matematica do século XIX, ele obteve
respeito por ter sido um aluno aplicado nas Ciéncias Fisicas e Matematicas. Desenvolveu com
éxito a func¢ao de funcionario do Império e de professor de Matematica, exerceu com zelo o
cargo de deputado provincial, lutou contra os seus problemas de saide e morreu antes de
realizar todos os seus objetivos de vida.

Souzinha foi transformado em um homem eminente por seus amigos, conterraneos €
pela maioria das pessoas que escreveram sobre ele. Quanto mais lemos, escrevemos e falamos
sobre ele, corremos o risco de esconder ou descortinar determinados aspectos intangiveis e
intocaveis de sua trajetoria.

A imagem de uma pessoa nao se resume ao que a pessoa de fato produziu em termos
de obras fantasticas ou perfeitas. Sua insercao na historia depende de outros fatores que o
julgamento posterior fica dificil de compreender completamente. Entram em cena fatos,
concepgoes, crengas, prestigio, etc., ou seja, tudo aquilo que possa ter significado na memoria
historica registrada por uma pessoa ou por um grupo determinado.

Como afirmou Bakhtin (2001), todo o respeito, prestigio e valor histérico, conquistados
pelas pessoas, sio provocados pelas agoes vindas do campo social. Nao ¢ facil compreendermos
como sao as pessoas humanas, suas reacOes € seus atos, essa compreensao esta presente nas
varias formas de intera¢do e nos anseios culturais, sociais e histéricos, ou seja, dependem do
meio em que a pessoa Vive.

Cada texto, momento historico, grupo, local, foi responsavel por construir uma imagem
de Souzinha, registrando em sua histéria um modelo de pessoa diferenciada e sem tempo para
provar todas as suas potencialidades. Tudo o que Gomes de Souza conquistou em vida o fez de
maneira intensa, dedicando-se além de suas proprias forgas, superando problemas, acreditando
que era capaz de fazer algo distinto e conseguiu ter éxitos ainda em vida.

Foi possivel percebermos, por meio dos discursos presentes nos textos analisados nesta
tese, que Joaquim Gomes de Souza foi um lider nato, apaixonado pelo o que fazia e capaz de
ter prestigio por onde passou. Por isso uma imagem que fica desse personagem ¢é a de um
homem digno de respeito e admira¢ao por todas as coisas que realizou. Os trinta e cinco anos
de vida, como professor de Matematica, funcionario publico e parlamentar que conduziu a

carreira de forma integra, foram suficientes para registrar seu nome na Historia brasileira.
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A imagem construida sobre Souzinha, especialmente por Antonio Henriques Leal, de
homem digno, politico honesto, professor competente, pesquisador dedicado, funcionario
cumpridor das atribui¢cdes de seu cargo e outros, indica a necessidade de produzir nas pessoas,
que viessem a conhecer a sua histéria, o reconhecimento e a imitagiao de suas agoes.

Os varios trabalhos biograficos apresentados na revista do IHGB e as varias publica¢oes
em forma de Pantedes que ocorreram no século XIX influenciaram a escrita dos discursos na
constru¢ao de uma imagem de Souzinha. O discurso de Antonio Henriques Leal que ficou
registrado em seu livro foi muito contundente e foi capaz de se sobrepor ao discurso critico de
Frederico José Correia. Uma imagem de Souzinha criada por Leal continuou presente nas

demais publica¢des, evidenciando um génio que nio teve tempo de realizar tudo o que poderia.
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Capitulo 2

Aplicagoes de fungdes e equagdes exponenciais e
logaritmicas

Marco Aparecido Queiroz Duarte'”

Regina Litz Lamblém'

INTRODUCAO

No fim do século XVI, o desenvolvimento da Astronomia e da Navegacao exigia longos
e laboriosos calculos aritméticos (Lima, 2010). Por causa dessa demanda procurava-se uma
maneira mais facil de realizar os calculos, o que originou o seguinte problema matematico da
época: reduzir as operagoes de multiplicacdo, divisdo, potenciacio e radiciagio em adicio e
subtracao, consideradas mais simples.

Cientes desse problema, varios pessoas se ocupavam em resolvé-lo. Foi assim que John
Napier (1550—1617), um nobre escocés, telogo e matematico e, Jost Burgi (1552— 1632), suico,
fabricante de instrumentos astrondémicos, matematico e inventor, cada um deles desconhecendo
inteiramente o outro, publicaram as primeiras tabuas de logaritmos (Lima, 2010). O primeiro
em 1614 e o segundo em 1620. Porém as tabuas de Napier tornaram-se mais conhecidas devido
a0 seu contato com professores universitarios e as suas publicacdes. Mais tarde o conceito de
logaritmo apresentado por Napier foi aperfeicoadas pelo inglés Henry Briggs (1561-1630).

Com o advento do logaritmo podiam-se transformar o produto e a divisdo,
respectivamente em uma soma e em uma subtragdo, assim como uma poténcia e a radiciagao
em uma multiplicagao e divisdo, respectivamente, que por sua vez podem se transformarem em
adi¢oes e subtragdes por meio do logaritmo. Fato que facilitava em muito os calculos, ja que a
época nao existiam as calculadoras e computadores como atualmente.

Considerando essas informagoes historicas e o fato de atualmente podermos utilizar as
calculadoras e os computadores para efetuarmos os mais diversos calculos, podiamos pensar
que os logaritmos perderam sua utilidade. Entretanto, veremos a partir desse trabalho que tanto
o logaritmo quanto a sua inversa, a exponencial, tem lugar de destaque na modelagem e

resolu¢do de muitos problemas naturais e sociais da atualidade.

1 Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul-UEMS—Unidade Universitaria de Cassilandia. Rodovia MS 306.
* Autor de cortespondéncia: marco@uems.bt
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Assim, neste capitulo apresentamos algumas das aplicagdes das fungoes e equagbes
exponenciais e logaritmicas na modelagem de fendmenos naturais e sociais, bem como na
resolugao de problemas diversos. Para isso, damos continuidade ao texto com uma introdugao

sobre as fungoes e equagdes exponenciais e logaritmicas.

FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS
Ao elevar um numero constante maior que 0 e diferente de 1 a um expoente que ¢ uma
variavel obtemos uma representacao da func¢do exponencial. De outra maneira, podemos dizer
que a func¢do exponencial de base a é a funcio f: R = R}, representada algebricamente por
f(x) = a*,com0 < a # 1.
Ou seja, a funcido exponencial possui dominio em R e imagem em R} (conjunto dos numeros
reals positivos e sem O zero).

A funcao exponencial pode ser representada por meio de graficos, como na Figura 1.

- y
y=a*
@>1) 1 y=a
0<a<l
X X

Figura 1. Representacio grafica de fun¢iao exponencial. Fonte: Propria autoria.

A representacio grafica da func¢do exponencial corta o eixo Y no ponto de ordenada 1 e
esta acima do eixo X.

A fungido exponencial também pode ser representada por meio de tabelas com valores
que descrevem uma relagio funcional apresentando caracteristicas exponenciais, como na

Tabela 1, a seguir:

Tabela 1. Representacao de uma funcio exponencial. Fonte: Prépria autoria.
X -3 —2 -1 0 1 2 3
f(x) 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8
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E comum encontrar na literatura a expressio “crescen exponencialmente”. Essa expressio
vem do fato de que quando a > 1 a func¢io exponencial cresce muito rapido. E quando 0 <
a < 1, a funcio exponencial é decrescente, como pode set observado nos graficos da Figura 1.

Considerando a, b > 0, entdo para todo X e ¥ reais as funcoes exponenciais satisfazem
as seguintes propriedades:

E.) a*a¥ = a**7;
E») (ab)* = a*b”;

Es) (a*)Y = a*?;

X
Ey) = =a*7;
ay ’

a\* _ a*
E)l;) ==
Além disso, a funcdo exponencial cuja base ¢ o numero de Euler (o nimero

n
irracional lim (1 + %) que vale aproximadamente 2,718281828) ¢ conhecida como funcio
n—->oo

exponencial natural, e é denotada por e* ou exp(x).

Em matematica, o termo funcio inversa ¢ usado para descrever uma func¢ao que desfaz
o efeito da outra, assim, se duas funcoes f e g satisfazem as condicdes g(f(x)) = x, para
todo x no dominio de f e f(g(y) = y, para todo ¥ no dominio de g, entio f e g sio funcdes
inversas. Nesse sentido, podemos dizer que a func¢io inversa da exponencial na base a é a fungio
logaritmica de base a, representada algebricamente por

f(x) = log, x,com0<a # lex > 0.

Dessa forma, o dominio da fungdo logaritmica é representado pelo conjunto dos nimeros reais

maiores que zero e o contradominio, o conjunto dos reais.
No decorrer deste capitulo quando nio for mencionada a base a, significa que estamos
usando a base 10, por exemplo, f(x) = log x significa f(x) = logy, x.

Na Figura 2, a seguir, representamos a fungao logaritmica por meio de graficos.
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y=1log, x
y =loga x 0<a<1

>1

(L0 x BRI

Figura 2. Representacio grafica de funcao logaritmica. Fonte: Propria autoria.

Conforme pode ser observado na Figura 2, as representacoes graficas das func¢oes logaritmicas
ficam a direita do eixo Y e cortam o eixo X no ponto de abscissa 1. Além disso, se a > 1 a fungao
logaritmica ¢ crescente e se 0 < a < 1 ela é decrescente.

Considerando R e S reais positivos, as fungoes logaritmicas satisfazem as seguintes

propriedades:
L) log,1 =0;
L) log,a =1,

Ls) log, (RS) = log, R + log, S;

Ly log, (g) =log,R —log,S;

Ls) log, (R¢) = clog, (R),c € R.

Em geral, abreviamos logi9 X como logx e o logaritmo natural log, X, sendo e o
nimero de Euler, como In x. Tanto a exponencial natural quanto o logaritmo natural recebem
essa nomenclatura “natural” devido as suas aplicagdes na natureza.

Outra propriedade importante é a de mudanca de base. Considerando a, b e ¢ nimeros

reais positivos com a e ¢ diferentes de 1, entio podemos mudar o logaritmo da base a para a

logcb
base ¢, como segue: loga b = 1 Je

Py Essa propriedade ¢ conhecida como mudanca de base, e
c

¢ bastante util, pois permite converter o logaritmo de um ndmero positivo, em certa base, para
outro em base conveniente (Iezzi, Dolce e Murakami, 1993).

Um exemplo de situagio que precisamos fazer a mudanga de base aparece quando
vamos utilizar uma calculadora para calcular um logaritmo que nao é natural ou nao esta na base

10, pois as calculadoras cientificas possuem a tecla log que é usada para calcular o logaritmo na
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base 10 e a tecla In que é usada para calcular o logaritmo natural. Assim, se queremos calcular

log, 8 por meio de uma calculadora cientifica, temos que mudar a base do logaritmo para 10
logqo 8 In8 . ..
(log, 8 = log—Z) ou para e (log, 8 = E) e encontrarmos o quociente utilizando as teclas
10

log ou In, respectivamente.
A seguir abordaremos sobre conhecimentos relacionados as equagdes exponenciais e

logaritmicas.

EQUACOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

Equagdes exponenciais sio equacdes que envolvem uma incégnita no expoente, por
exemplo, 2¥ = 8¢ 2* = 3.

Apresentaremos a seguir dois métodos fundamentais para resolver as equacOes
exponenciais.

O primeiro ¢ denominado método da reduciao a uma base comum e consiste em reduzir
ambos os membros da equacao, quando for possivel, a poténcias de mesma base a, 0 < a # 1,
pelo fato de poténcias iguais e de mesma base terem expoentes iguais, ou seja, a? = a®, entio
b = c, para 0 < a # 1. Por exemplo, esse método pode ser aplicado no caso 2* = 8, pois
2% = 23 logo x = 3.

O segundo método ¢ aplicado nos casos em que a reducdo de ambos os membros da
equa¢do a uma mesma base @, 0 < a # 1, ndo pode ser feita aplicando as propriedades de
potenciagdo, por isso, aplicamos a func¢ao logaritmica de base @ em ambos os lados da equagio,
isto é,a* = b, entio x = log, b, para b > 0. Por exemplo, esse método pode ser aplicado no
caso 2* = 3, pois log, 2* = log,3, e conforme vimos na se¢io anterior, log, 2* = x log, 2
elog, 2 =1,logo x = log,3.

As equagoes logaritmicas sido equages em que a incognita aparece em um logaritmo,
por exemplo, log, f(x) = log, g(x), log,f(x) = c oulog, f(x) + log, g(x) = ¢ com
c€Re0<a=#1 Utlizam-se métodos diferentes para encontrar a solu¢do de cada uma
dessas equagoes logaritmicas, por isso, dividiremos em trés casos.

O primeiro envolve a igualdade entre dois logaritmos de mesma base, isto &,
log, f(x) = log, g(x),0 < a # 1. Nesse caso a solucio ¢ dada fazendo f(x) = g(x) > 0.

O segundo caso envolve a igualdade entre um logaritmo e um ndmero, ou seja,
log,f(x) =c,comc € Re0 < a # 1. Nesse caso a solucio ¢ dada fazendo f(x) = a®.

O terceiro caso envolve as equagdes que podemos resolver usando uma incognita

auxiliar. Por exemplo, logZ f(x) + log, f(x) =c com c €R e 0 < a # 1. Nesse caso,
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podemos usar uma incégnita auxiliar, ou seja, tomamos ¥ = log, f(x) e obtemos y? + y —
¢ = 0. Assim, basta resolver a equacio polinomial do segundo grau y? +y — ¢ = 0 e substituir

os valores y; e Yy, para encontrados a equacio ¥y = log, f(x) para obtermos o conjunto

solucdo {a¥t = f(x), a¥2 = f(x)}.

APLICACOES

Logaritmos e exponenciais estao em varias aplicacOes, as vezes se relacionando entre si.
Conforme vimos, por exemplo, a equacio 3* = 7 nio pode ser resolvida pela reducio, por
meio da decomposi¢ao em fatores primos, dos numeros 3 e 7 a uma mesma base inteira. Porém,
podemos usar a propriedade da igualdade de logaritmos em uma mesma base e escrever

log3* = log7. Depois, pela propriedade do logaritmo da poténcia, temos xlog3 = log7. E,

log7

portanto, a solucdo da equagao é x = 0g3"

A equagio logaritmica log(x +1) =3 ¢ resolvida diretamente da definicio de
logaritmo. Mas, também pode ser resolvida pela igualdade de exponenciais, da seguinte forma:
109G+ = 103, 0 que leva a x + 1 = 1000. Concluindo que x = 999.

As resolugoes das equagdes anteriores, por meio dos respectivos usos de logaritmos e
exponenciais, s6 foram possiveis pelo fato das fun¢des exponenciais e logaritmicas serem
inversas uma das outras.

Nesta se¢do apresentamos algumas aplicacdes de exponenciais e logaritmos em problemas

que nem sempre os terao em suas modelagens, mas que usam um ou outro em suas resolugoes.

Juros Compostos

Se um capital C ¢ aplicado a uma taxa de juros i por um perfodo de um més, entio o
montante M, ao final desse més sera M = C. (1 + i/100)‘ Se a aplicagao for feita por dois
meses, entao o montante final sera M = C. (1 + i/100)' (1 + i/100)' Assim, se tal aplicacao

se der por um periodo de n meses, ao final do n-ésimo més, teremos

M=C(1+Y100)- (1 +Y100) (1 +100)

nvezes

Assim, podemos concluir que o montante M, dados o capital C investido a uma taxa de juros i

por um nimero n de periodos (dias, meses, anos, etc.) é dado pela expressio
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que nada mais é que uma equag¢ao exponencial.

Exemplo 1: Oitocentos reais sao aplicados a juros compostos em um banco a uma taxa mensal

de 1,5% ao més. Determine:

a) qual o montante em 4 meses;
b) em aproximadamente quantos meses o capital dobrara de valor.
Solugio: Primeiro, verificamos que esse ¢ um problema de juros compostos onde o capital

inicial C é de R$ 800,00, a taxa de juros é i = 1,5% e o periodo n é dado em meses. Assim,

1,5\" n
M(n) = 800. (1 +E) — 800.(1,015)".

a) Temos que determinar o montante quando n = 4. Logo,

M(4) = 800.(1,015)* = 849,009.
Portanto, em quatro meses o montante sera de R$ 849,09.

b) Agora, precisamos dizer em quanto tempo o capital dobrara de valor, ou seja, em quanto
tempo devemos deixar aplicado o dinheiro até que ela atinja R§ 1600,00. Assim, temos que
determinar n para o qual se tera M = 1600. Teremos entao que resolver a equagao

800.(1,015)" = 1600.
Que implica

(1,015)" = 2.

Aplicando um logaritmo de mesma base em ambos os lados, teremos

log(1,015)" = log2,
implicando,

nlog(1,015) = log?2.

Que equivale a

_ log2
" log(1,015)

Como log2 = 0,301 e log1,015 = 0,0065 entao concluimos que n = 46. Portanto, em

aproximadamente 46 meses o capital dobrara de valor.

Ao resolver o exemplo anterior, no item (a), para se descobrir o montante em 4 meses,
calcula-se direto o valor da fung¢ao exponencial para n = 4, no item (b), a aplicacio do logaritmo

¢ necessaria para se chegar ao tempo que o capital levara para ser dobrado.

Dinamica Populacional

43



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

Um dos modelos mais classicos de calculo de crescimento de uma populagiao é o modelo

de Malthus (Tomas Robert Malthus (1766—1834)). Nele ha a afirmagao de que a taxa de variagao
de uma determinada populacio em relagio ao tempo, denotada por Z—i, ¢ diretamente

propotcional a populacio P presente. Isto significa que se P = P(t) entdo

L — kP,
dt

. dapr . o o . .
sendo que o simbolo —; fepresenta a derivada da funcao P em relagio ao tempo t (Guidorizzi,

2018).
A equagao anterior ¢ uma equagao diferencial ordindria linear de primeira ordem (Zill e

Cullen, 2001), que pode ser reescrita como

2P = kdt,
P

cuja resolucdo pode ser data por integracao direta em relagioa P e a t,

L = [ kdt + cy,
P

que tem como resultado
InP =kt + ¢;.

Porém, queremos encontrar uma expressdo para P(t). Isso conseguiremos se aplicarmos a

funcio exponencial a ambos os lados da equagdo anterior:

enP — pkt+cy

Assim, por propriedades do logaritmo e da exponencial e fazendo ¢ = €1, temos:
P(t) = cekt.

No instante t = 0 teremos P(0) = Py que é a populagio inicial. Fazendot =0 e
P(t) = Py na equacio anterior, tem-se a que populacio em um instante t ¢ dada por

P(t) = Poekt,
que ¢ uma fungao exponencial.

Exemplo 2: Observando, em um instante inicial, uma populacdo de cisnes, foram contados 85
elementos. 6 meses depois essa populagao era de 102 cisnes. Considerando que tal populagao ¢é
regida pelo modelo de Malthus, determine quantos individuos ela tera em 18 meses a partir da

primeira observagao.
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Solugdo: Considerando que a primeira observa¢io se deu no instante t = 0 més, entio Py =

85. Logo,
P(t) = 85ekt.

Precisamos agora obter o valor k para completar os parimetros da funcio P(t). Para isso

usaremos a informacio P(6) = 102. Assim,

102 ., . . L .
108 = 85e%° ou e = e Ha entao a necessidade da aplicagdo do logaritmo natural em

102

ambos os lados, resultando em 6k = In (E) ou k=1In (102

E)/6 e, portanto, k =

0,030386...= 0,03. Dessa forma, concluimos que
P(t) = 85203,
Por fim, para sabermos a populacio em 18 meses, basta calcularmos P(18),
P(18) = 8520318 = 85¢05% = 146,
Portanto, em 18 meses a populagio sera de 146 cisnes.

O modelo de Malthus diz que a populacdao tem crescimento exponencial, por isso, ela
cresce ou decresce muito rapido com o passar do tempo. Assim, esse modelo nao é aplicavel a
todas as populagoes, principalmente por nao considerar a taxa de mortalidade e a competi¢ao

entre espécies. Mas, se adequa a populagoes pequenas ou populagoes que necessitem de analises
. dp ~ . ..
em curto prazo. Por envolver a derivada p de uma funcdo em sua modelagem (Guidorizzi,

2018), o modelo de Malthus ¢ classificado como modelo diferencial.

Lei de Esfriamento de Newton

Outro modelo diferencial semelhante ao de Malthus € a lei de esfriamento de Newton,
(Zill; Cullen, 2001), que diz que a taxa de esfriamento de um corpo em funcao do tempo % é

proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo T e a temperatura do meio ambiente Ty,
isto €,
ar

E = k(T - Tm)

A equagido anterior pode ser resolvida de forma analoga a do modelo de Malthus,

produzindo a solugao

T(t) =T, + ce*t.
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E considerando que no primeiro instante de contato com o ambiente, t = 0, a temperatura do

corpo seja T(0) = Ty, teremos ¢ = Ty — Ty, €, consequentemente,
T(t) =T, + (Ty — Ty)ek:.

Assim, a resolucao de problemas de esfriamento de corpos envolverdo sempre uma
funcao exponencial, ou uma equagao exponencial cuja solugao pode passar também por uma
equagao logaritmica.

Existem ainda outras aplicacOes relativas a fenémenos naturais que resultam em
modelos semelhantes aos dois citados anteriormente, dentre eles podemos citar o calculo da
meia vida de um farmaco, calculo de rea¢oes quimicas entre substancias, cronologia do carbono
C-14 e calculo da pressao atmosférica em uma regiao (Zill; Cullen, 2001; Boyce; Diprima, 2015,
Morais Filho; Oliveira, 2014). A modelagem dos fenémenos citados sempre resultarda em

funcdes exponenciais ou logaritmicas.

Escala Richter

A Escala Richter, também conhecida como escala de magnitude local, é um sistema
usado para medir a intensidade de um terremoto conforme a energia por ele desprendida
(Morais Filho, Oliveira, 2014). Elaborada por Charles Francis Richter (1900-1985) com a
colaboragao de Beno Gutenberg (1889-1960), seu limite, teoricamente, nao existe, mas é comum
a convengao de que nio haja terremotos que ultrapassem a magnitude 10.

Para se calcular a magnitude M de um terremoto, conforme a escala Richter, sio usados

valores medidos por meio de registros graficos de um sismoégrafo, obtendo-se a equagio a
seguir.

AAt3
1,62

M = logA + 31og(8At) — 2,92 = log

onde:
A = amplitude das ondas sismicas, em milimetros, medida diretamente no sismograma.
At = tempo, em segundos, desde o inicio do trem de ondas primarias até a chegada das
ondas secundarias.
M = magnitude arbitraria, mas constante, aplicavel a sismos que libertem a mesma
quantidade de energia.
A Escala Richter ¢, por defini¢ao, uma escala logaritmica. O uso de escalas logaritmicas
¢ comum quando tem valores muito grandes para se expressar, pois, como o logaritmo de um

numero é sempre menor do que ele, isso faz com que um nimero grande seja representado na
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escala logaritmica por um valor bem menor ou, na maioria das vezes, muito menor. No caso de
logaritmos na base 10, esse nimero ¢ representado apenas pelo expoente de sua poténcia de
base 10. Por exemplo, na escala Richter, um tremor de intensidade cinco ¢ 10 vezes mais forte
que um de escala quatro e, consequentemente, 100 vezes mais forte que um de nivel trés.

Uma forma mais simples para o calculo da magnitude M ¢é considerar que M ¢é a
diferenca entre o logaritmo da amplitude maxima A da onda gerada pelo terremoto e o logatitmo
da amplitude padrao Ay, isto ¢,

M = logA — logA,.

Niao se deve confundir a magnitude com a intensidade de um terremoto. Magnitude ¢
uma medida quantitativa do tamanho do terremoto. Ela esta relacionada com a energia sismica
liberada no foco e também com a amplitude das ondas registradas pelos sismografos. Enquanto
que intensidade sismica ¢ uma medida qualitativa que descreve os efeitos produzidos pelos
terremotos em locais da superficie terrestre. A classificacao da intensidade sismica ¢ feita a partir
da observacao “in loco” dos danos ocasionados nas construcdes, pessoas ou meio ambiente.
Porém, tanto magnitude quanto intensidade estao relacionadas a for¢a do terremoto. Por isso,
quanto maior elas forem maiores sao os estragos causados.

A intensidade, que muitas vezes ¢ informada no lugar da magnitude, é dada por
I = glog EEO,
sendo E a energia liberada pelo terremoto em kW (quilowatt) e Ey = 7 X 1073, Pode-se ainda
relacionar a energia E com a magnitude M por (Morais Filho; Oliveira, 2014)
logk = 11,8 + 1,5M.
Exemplo 3: Determine a energia liberada por um terremoto de magnitude 4,7 na escala Richter.
Solugdo: Como M = 4,7, temos
logE = 11,8+ 1,5 x 4,7 © logE = 18,85 & E = 101885,
Portanto, a energia liberada por esse terremoto E = 101885 k.

A solugio desse simples exemplo mostra o quanto é importante o uso do logaritmo para
se expressar a magnitude de um terremoto, pois se fizermos 18,85 = 19, para expressar a
energia terfamos que escrever o nimero 1 seguido de 19 zeros, algo muito mais dificil de

expressar e de ler do que o simples valor 4,7.
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A escala Richter nao ¢ a tnica a ser usada para a medi¢ao de terremotos. Outra escala
muito usada também ¢é a de Mercalli, devida ao vulcanélogo e sismologista italiano Giuseppe
Mercalli (1850-1914). Atualmente, a escala mais usada para a medi¢ao de sismos ¢ de Mercalli
Modificada (MM). A MM indica o grau de intensidade sismica de um terremoto e varia de 1 até
12 (NIDM, 2014). Além disso, estudos mais atuais trabalham em formas diferentes de se medir e prever

a magnitude de terremotos com mais exatidio (Denolle, ez 4/, 2018; Herp, 2019).

Potenciais Hidrogeniénico e Hidroxiliénico

O potencial (ou poténcia) hidrogenionico, pH, de uma solugao se refere a concentragao
de H* (ou H30%) nesta solugio(Baccan et al., 2004; Harris, 2012). O pH é calculado pela
seguinte formula:

pH = —logH*.

O potencial Hidroxiliénico, pOH, se refere a concentracdo de OH™ numa solucio e ¢é
calculado por

pOH = —logH™.

Solucdes que tem pH = pOH sao consideradas neutras. Quando pH < pOH, a solugao
¢ acidae sepH > pOH temos uma solucao basica. Para qualquer solugao, tem-se pH + pOH =
14. Assim, para solugdes basicas tem-se pH = pOH = 7. Dessa forma, nao ¢ necessitio
calcular pH e pOH para classificar uma substancia como neutra, acida ou bésica, basta calcular
um dos dois. Geralmente, se usa o pH. E a substancia sera classificada como neutra se pH = 7,
acida se pH < 7 e basica se pH > 7.

Exemplo 4: Uma substincia com concentragio de H* igual 2 107> mol/L (moles por litro) ¢

considerada acida.

De fato,
pH = —log10™> & pH = —(—5)log10 © pH = 5.

Portanto, a substancia ¢ acida, pois pH = 5 < 7.

Nivel de Intensidade Sonora
A Intensidade sonora, também chamada de volume ou pressao sonora, diz respeito a
percepcao da amplitude de uma onda sonora (Sears, Zemansky, Young, 1994; Morais Filho,

Oliveira, 2014). A percepgao da intensidade pelo ouvido humano nao ¢ linear, é logaritmica. Ou
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seja, o ouvido s6 percebe variagGes de intensidade como lineares, se as amplitudes variarem
exponencialmente. Assim, para facilitar a medi¢ao da pressio sonora em relagdo a percepgao
auditiva, utiliza-se uma unidade logaritmica: o decibel (dB), em homenagem ao fisico escocés
Alexandrer Graham Bell (1847-1922).

O nivel de intensidade sonora NIS, como dito no paragrafo anterior, é dado em escala

logaritmica e definido por

NIS = 10log —,
0

sendo que I ¢ a intensidade do som em W /m? (Watt por metro quadrado) e Iy é um valor de

referéncia, normalmente é adotado 1072 W /m? que é a menor intensidade sonora audivel.

Exemplo 5: Numa competi¢ao de som automotivo, mediu-se a intensidade do som emitido

pelos autofalantes instalados em um carro, obtendo I = 102, Qual o volume do som emitido?

Solugio: Considerando Iy = 10712 tem-se

2
NIS = 10log == & 10log10™* = 10 x 14 = 140,

Portanto, o volume do som emitido é 140 dB.

CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, vimos que os logaritmos surgiram a partir de problemas vividos no
século X VI, como a necessidade de resolver operagdes consideradas dificeis e que demandavam
muito tempo. Essas circunstancias abriram caminho para que o conceito de fungdes logaritmicas
e sua inversa, a funcdo exponencial, se expandissem e fossem usadas para resolver varios
problemas que emergiram no decorrer do tempo. Por isso, procuramos mostrar como as
fungoes exponenciais e logaritmica estao associadas a varias aplicagoes e informacgoes que fazem
parte de nosso cotidiano. Para isso, primeiro definimos tais fungdes e apresentamos suas
principais propriedades, seguidos de uma se¢ao com aplicacoes.

Pudemos ver que tais fungoes aparecem em aplicacées envolvendo fendmenos naturais
e sociais. Por serem inversa uma da outra, tais fungdes se complementam em tais aplicagoes.

No que tange ao uso da escala logaritmica, enfatizamos que essa escala torna facil e
acessivel a apresentagdo de dados que envolvem valores muito altos. Pois, esses valores sio

representados apenas pelos expoentes da poténcia da base logaritmica que representam.
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Por fim, salientamos que apenas algumas aplicagbes envolvendo exponenciais e
logaritmos foram apresentadas neste trabalho. Pois, trata-se de um assunto muito amplo com

aplicagoes que surgem dia apos dia.
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Capitulo 3

Ensino de matematica financeira no curso de
licenciatura em matematica e bacharelado em
ciéncias contabeis: reflexdes dos impactos no

processo de ensino/aprendizagem e/ou no

mercado de trabalho

Julio Cezar Uzinski'"
Lucas Fernando Soares de Oliveira®

Luziane Da Silva Almeida’

INTRODUCAO

As reflexdes apresentadas nesse artigo, sobtre ensino/aprendizagem de matematica
financeira e, expectativas de aplica¢ao a problemas reais tiveram origem durante a disciplina de
matematica financeira nos cursos de bacharelado em Ciéncias Contabeis e Licenciatura em
Matematica da Universidade do Estado de Mato Grosso, Campus de Sinop — MT no primeiro
semestre de 2018. Essa disciplina foi lecionada por meio de diferentes metodologias, de acordo
com cada tépico em questio em ambos os cursos, de forma simultanea e, na parte final os
alunos de matematica participaram do processo de ensino no curso de Ciéncias Contabeis. O
interesse na disciplina por parte dos alunos de ambos os cursos se da por razoes diferentes e a
facilidade de aprender os conceitos se da em niveis diferentes por razoes diversas, entre as quais,
a disciplina no curso de Matematica faz parte do ultimo semestre, e em Ciéncias Contabeis faz
parte do segundo semestre. Os fatores de interesse e facilidade em aprender, motivaram uma
investiga¢ao que tem por objetivo adequar a ementa, pré-requisitos, recursos, metodologias e

outros. Para atingir o objetivo principal, que é a elaboragao desse artigo que divulga essas

I Rua das Gaivotas, 325, Sinop-MT.

2 Avenida dos Ingas, 3410, Setor Comercial. Sinot-MT.
3 Rua Bolanha, 1216, Florenca. Sinop-MT.

* Autor de cortespondéncia: uzinski.jc@gmail.com
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reflexGes e/ou consideracdes, o professor da disciplina juntamente com os académicos da
disciplina em questao no curso de Matematica inclufram nas aulas discussdes sobre o ensino de
matematica financeira e ensino em geral, e organizaram aulas com metodologias alternativas no
curso de Ciéncias Contabeis. A principal reflexdo que ¢ apontada por este estudo de caso ¢ que,
a aplicacdao de diferentes metodologias de ensino e de avaliagio de acordo com o conteudo
programatico e os objetivos, podem levar a um aumento de interesse e de resultados praticos
em diferentes turmas e¢ em diferentes niveis. Para demonstrar que essa possibilidade ¢ real
apresentamos os resultados de forma quantitativa, porém com as andlises qualitativas, e
discutimos as possibilidades e metodologias em estudo.

O objetivo central dessa pesquisa ¢ refletir sobre diferentes metodologias para o ensino
e avaliacgio numa mesma turma de matematica e sobre a alteracio de metodologias no decorrer
da disciplina. Especificamente, o estudo foi aplicado na disciplina de matematica financeira. O
curso de matematica financeira em Ciéncias Contabeis ¢ Matematica tem ementas ¢ cargas
horarias pré-estabelecidas, mas as avaliagdes e metodologia de ensino sio de responsabilidade
do professor. Nesse sentido, ha espago para a discussio em busca de melhorias no
aproveitamento dos alunos.

No caso do curso de Licenciatura em Matematica, essa disciplina é bem recebida pelos
alunos, sendo escolhida dentro da opgao de eletiva, principalmente pelo fato de se relacionarem
com a necessidade de ensinar tais conteudos. Por outro lado, no curso de Bacharelado em
Ciencias Contabeis, a mesma disciplina, embora muito ttil ao profissional da area, ¢ vista com
desconfian¢a e como um obstaculo a ser vencido no caminho da obten¢ao do diploma. De fato,
existe uma rejei¢ao em relagdo a matematica por parte dos alunos (Tatto e Scapin, 2004).

A rejeigao e incerteza por parte dos académicos em relacdo a matematica financeira no
curso de Ciéncias Contabeis, sabendo que ¢é algo extremamente tutil em suas vidas, justificou e
motivou a elabora¢dao de um plano de ensino especifico para levar a melhores resultados e com
a pretensao de fazé-los mais amigaveis a tal disciplina. Ao mesmo passo que, na turma de
Licenciatura em Matematica, se deu um novo desafio: melhorar os indices de uma turma
plenamente satisfatoria e leva-los a campo para que eles mesmos pudessem ensinar aos colegas
da outra turma. O plano de ensino nas duas turmas, embora distintos, envolviam metodologias
diferentes durante momentos diferentes da disciplina, assim poderia se refletir sobre as
metodologias e também sobre a pratica de mudanga das mesmas.

A primeira metodologia foi idéntica em ambas as turmas: ensino tradicional com aulas
expositivas com resolugao de exercicios e avaliagao em forma de prova individual sem consulta.

Para uma comparag¢ao entre metodologias, uma boa leitura é Paiva et al. (2016). Dessa forma,
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pode se extrair algumas conclusoes preliminares sobre ambas as turmas e tragar um plano para
cada uma delas. Conforme Quadros 1 e 2, enquanto as notas da turma de Matematica quase
foram maximas, na turma de Ciéncias Contabeis, as notas foram abaixo da média para
aprovagao.

A segunda metodologia de ensino e avaliagao usada foi o Team Based learning (TBL),
motivado pelo fato de que haviam muitas notas acima e abaixo da média para aprovagao ao
mesmo tempo, nesse sentido o trabalho em grupo poderia ser util e ainda assim manter o carater
individual das avaliagbes. O TBL ¢ uma metodologia ativa em que o aluno busca o
conhecimento, ha um esfor¢o conjunto e também uma parte individual, para que o mesmo nao
se apolie completamente no grupo (Gongalves et al., 2018; Silva, 2018; Oliveira e# al, 2018,
Marques, 2019;).

A intencdo do uso da metodologia TBL foi aproximar os alunos mais interessados dos
demais, propiciando um ambiente competitivo entre as equipes, fazendo com que a produgao
individual fosse mantida, porém buscando melhorias em relagao as notas. Esperava-se desde o
inicio que essa metodologia trouxesse bons resultados na turma de Ciéncias contabeis, mas seria
uma incognita na turma de Matematica.

Para analisar a melhotia dos alunos, em ambas as turmas, no terceiro momento voltou-
se com a avaliagao por meio de prova, porém aliada a atividades complementares. As atividades
foram diferentes de uma turma para a outra. Na turma de matematica, foram apresentagées em
forma de aula e no outro curso foram exercicios praticos de matematica financeira. A resolu¢ao
de problemas aplicados, no caso de uma turma e, o exercicio do magistério na outra, teve como
objetivo trazer um clima amistoso entre a disciplina e os alunos (Diesel ¢ a/., 2017; Roman et al.,
2017).

Embora aplicadas de maneiras diferentes as duas turmas, a ultima parte da disciplina, foi
focada no uso de tecnologias no ensino, tanto o uso de planilhas eletronicas quanto o uso de
calculadores especificos para matematica financeira. A turma de Matematica teve que aprender
como utilizar esses recursos e depois ensinar os alunos de Ciéncias Contabeis. Esses dltimos,
tiveram de aprender a usar os recursos e depois resolver problemas da disciplina com os
mesmos.

O uso de tecnologias na educagiao, no processo de aprendizagem, no processo avaliativo,
ja nao é mais novidade, porém continua sendo um recurso imprescindivel, principalmente
quando se deseja que o conhecimento adquirido tenha validade na vida profissional pos
universidade. Pode-se recomendar uma lista extensa de textos sobre o assunto e ainda sera

possivel acrescentar aplicativos, soffwares, cursos, videos, livros digitais, entre outros. Quando se
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trata de tecnologia de informac¢io um mundo novo se abre diante dos alunos (Tori, 2018;

Figueiredo et al., 2015; Gadanidis ez al., 2016).

MATERIAL E METODOS

Considera-se a turma de matematica financeira do curso de matematica a turma A e a
turma de matematica financeira do curso de ciéncias contabeis a turma B. Em ambas turmas a
primeira parte da disciplina consistiu de aulas expositivas com resolugao de exercicios de
diferentes livtos sobre conceitos introdutérios de matematica, juros e descontos simples e/ou
compostos. Desta maneira, a primeira prova em ambas turmas teve uma func¢ao diagnoéstica,
além de avaliativa, para decidir novas metodologias e confirmar se o aproveitamento na turma
A era melhor que na turma B.

Na turma A, a média, moda e desvio padrio das notas foram, respectivamente: 9,93,
9,9 e 0,057. Isto ¢, a média foi muito préxima da nota maxima e a maioria das notas foi apenas
um décimo abaixo, com uma variancia insignificante. Portanto, o aproveitamento foi muito alto.

Na turma B, a moda foi a nota maxima, mas isso nao significa que o aproveitamento foi
alto. A média foi de 6,65 (nota suficiente para aprovagao), mas como o desvio padrao foi de
2,9, tem-se a menor nota sendo dois. Pode-se classificar o aproveitamento, nesse caso, como
regular. Cabe ressaltar que na turma de ciéncias contabeis, ha onze vezes mais alunos que na
turma A.

Como a prova nao valorizou o tema descontos compostos da mesma maneira que
cobrou os demais temas propostos, juntou-se esse tema aos estudos de taxas para um trabalho
feito sob a metodologia TBL. Novamente o desempenho de ambas as turmas foi comparado,
ainda de forma separada.

Usando a metodologia TBL a turma A manteve o bom desempenho. A média aritmética
simples fo1 9,67, o desvio padrao 0,57e a moda foi a nota maxima. Pode-se afirmar sem prejuizos
que houve uma melhora, porém insignificante, isto é, dentro de uma margem especifica a ser
considerada.

Ao contrario da turma de matematica, a turma B, surpreendeu com uma melhora muito
significativa. A média, por exemplo, passou de 6,65 para 9,33, e o desvio padrao caiu de 2,9 para
1,53. E importante ressaltar que se excluida a nota de um tunico aluno que tirou apenas um
ponto, o desvio padrao seria de apenas 0,5.

A partir desse momento, decidiu-se tomar rumos diferentes nas duas turmas. O
conteudo para a terceira nota foi amortizacao de dividas. No curso de matematica cada aluno

ministrou uma aula sobte um determinado sistema de amortizacdo, valendo 60% da nota. O
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restante dessa nota foi obtido por uma prova. Na turma de Ciéncias Contabeis, as aulas foram
expositivas e a avaliagio por meio de uma prova com consulta e entrega de planilhas em formato
eletronico. A ideia nesse ultimo caso foi verificar se esses alunos também poderiam mostrar um
bom desempenho com uma metodologia ja testada, porém, com ligeiras alteragdes, como por
exemplo, o trabalho com tabelas e o uso de planilhas eletronicas durante as aulas.

A terceira nota abre uma discussio interessante, pois nao se trata mais da metodologia
TBL, mas de uma mescla de atividades e avalia¢Ges, que podem ter influéncia da metodologia
ja citada em nivel significante ou nao. Nota-se o carater de melhora em relagao a prova ¢ a
metodologia tradicional e nao ha uma disparidade como foi da primeira para a segunda nota.
Esse fendmeno merece a devida atencio.

Enquanto a turma A teve, média, moda e desvio padrao, respectivamente, 10, 10 ¢ 0, o
que ¢ ideal para alunos com o objetivo de serem docentes dentro da metodologia aplicada, na
turma B, se obteve média, moda e desvio padrio respectivos, 8,83, 10 ¢ 1,99. Fazendo uma
analise da turma de matematica financeira do curso de ciéncias contabeis e levando-se em
consideracao a metodologia e objetivos propostos, percebemos que a média é altamente
satisfatoria, e que a nota que mais se repetiu foi a nota maxima, e o desvio padrio ficou
ligeiramente abaixo de 2, o que ¢ uma melhora se comparado com a primeira avaliacdo, mas
uma piora se comparado com a segunda.

A dltima nota da turma A se deu por meio de oficinas apresentando métodos de
matematica financeira e o uso de calculadora cientifica para o ensino da referida disciplina,
enquanto que para a turma B essa nota se deu por meio da resolucdo de atividades usando a
calculadora em questdo, isso com o auxilio dos alunos da turma A. A parte conceitual das
atividades diziam respeito a todo o conteudo trabalhado na disciplina, aqueles que eles
obtiveram boas notas e também aqueles onde a média foi a mais baixa, porém agora, com o uso
das tecnologias de planilhas eletronicas e calculadora.

Em ambas turmas estudadas os resultados foram plenamente satisfatérios, de forma
que, todos os participantes obtiveram nota maxima na quarta nota. Um fator importante a ser
observado é a motiva¢ao de ambas as turmas, esse ambiente é criado de acordo com os objetivos
dos alunos, em uma turma o objetivo é aprender para ensinar e na outra aprender para aplicar
em atividades praticas do trabalho. Aparentemente, eles sentem que essas aulas serao de uso
pratico em suas vidas, e se esfor¢am mais para aprender. Por outo lado, as notas em ascendéncia

os motivam a obter melhor desempenho na disciplina. O resultado ¢ visto nas tabelas a seguir.
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Tabela 1. Medidas de tendéncia central e dispersao das notas e tipos de avaliagdes da turma de
matematica financeira do curso de Matematica (8° semestre). Fonte: Elaborado pelos préprios
autores.

Turma A 1° nota 2% nota 3% nota 4 nota Media
Matematica

Avaliagao Prova TBL Aula e Prova Oficina

Média 9,33 9,67 10 10 9,9
Moda 9,9 10 10 10 9,975
Desvio Padrio 0,057 0,57 0 0 0,13

Tabela 2. Medidas de tendéncia central e dispersao das notas e tipos de avaliagdes da turma de
matematica financeira do curso de Ciéncias Contabeis (2° semestre). Fonte: Elaborado pelos
proprios autores.

Turma B 1*nota 2"nota 3" nota 4% nota Média
Contabeis

Avaliagao Prova  TBL Prova e atividades Atividades em grupo

Média 0,65 9,33 8,83 10 8,33
Moda 10 10 10 10 9,91
Desvio Padrao 2,9 1,53 1,99 0 2

Nas Tabelas 1 e 2 a ultima coluna é referente a média final, sendo assim, a média das
médias, 2 moda das médias e o desvio padrio das médias finais. E possivel identificar que os
resultados sao satisfatorios em todas as turmas. Na turma A ndo é possivel identificar uma
melhora significativa com a alteracio de metodologias, porém, foi notado no decorrer do
semestre um envolvimento cada vez mais entusiasmado dos alunos. Por outro lado, na turma
B, o crescimento ¢é visivel com as alteragoes das metodologias e com a satisfagdo das proprias
notas alcancadas.

Um aspecto notavel é que para que os indices usados melhorassem, alunos que na
primeira avaliagdo demonstraram déficit de aprendizado, melhoraram nos mesmos contetdos
quando sob nova metodologia. Por exemplo, na primeira avaliagao foi trabalhado os conceitos
de juros e descontos, esses mesmos conceitos foram trabalhados na dltima avaliagao, porém
usando tecnologias que fardo parte da vida profissional dos mesmos. Em contrapartida, os
alunos de licenciatura também puderam aprender a utilizar as calculadoras financeiras, e o mais

importante, aprenderam ensinando.
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RESULTADOS E DISCUSSOES

Com o intuito de entender como se deu o desenvolvimento em ambas turmas, foram
elaborados dois graficos que priorizam a visualizagdo do crescimento ou decrescimento das
médias e desvio padrio durante todo o semestre. A Figura 1 mostra a média e o desvio padrao
a0 longo do semestre para a turma de Matematica, ao passo que, a turma de Ciéncias Contabeis

¢ mostrada na Figura 2.
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Figura 1. Média e desvio padrao das notas da turma A ao longo do semestre.

Nota-se nos graficos da Figuras 1 e 2, o crescimento da média em ambos os casos, e
também, o decrescimento do desvio padrio, ao longo das aplicagdes das atividades avaliativas.
E importante ressaltar que a média aritmética é uma medida de tendéncia central enquanto que
o desvio padrio é uma medida de dispersio, e juntas, as duas medidas dio um panorama

completo da melhora observada.
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Figura 2. Média e desvio padrao das notas da turma B ao longo do semestre.

No caso da turma de matematica houve melhora, porém pequena e isso se deve ao fato
de que os indices eram préoximos do maximo esperado e assim se mantiveram. A margem de
melhora era pequena, e dentro do que era possivel, ainda assim, se observou um aumento na
média e diminui¢ao no desvio padrao. Como a melhora ¢ insignificante, é preferivel nao fazer
conclusdes precipitadas, como por exemplo, de que a mesma se deu pela alteracio de
metodologias. Essa hipétese pode ser langada se observados também os resultados da outra
turma.

Na turma do curso de Ciéncias Contabeis também foi verificada uma melhora na média
e no desvio padrio, porém essa alteracao ¢ significativa, por exemplo, a média da primeira nota
foi de 6,65 e da dltima foi dez. Alids, a média foi crescendo ao longo do semestre, 2 medida que
se alterava a metodologia, e o desvio padrao decrescia.

Em um comparativo entre as duas turmas cabe ressaltar que o comportamento dos
graficos ¢ muito parecido em relagao a ambas as métricas usadas, a grande diferenca ¢ o tamanho
da alteragdo positiva das médias. Em um caso nido havia muito espago para melhorar, isso
supondo que o conhecimento obedega uma curva logaritmica, onde quanto mais conhecimento
se tem, mais dificil ¢ aumenta-lo. No outro caso havia muito espaco para melhora e isso foi
devidamente aproveitado. Cabe, ainda, salientar que nas duas turmas, a dltima média foi a nota

maxima.

DISCUSSOES FINAIS

A principal proposta do presente estudo era levantar reflexdes que possam levar a
discussoes sobre as metodologias de ensino e de avaliagao, bem como, sobre o uso de diversas
metodologias em uma mesma turma em um mesmo perfodo letivo. Para atingir o objetivo inicial
foi feito um estudo de caso, foram aplicadas diferentes metodologias de ensino e de avaliagao
durante um semestre da disciplina de matematica financeira. Além disso, foram feitos em duas
turmas distintas a fim de obter uma comparagao de resultados.

A metodologia principal foi o TBL, que foi abordado logo apés a primeira prova. Sendo
que a primeira nota se obteve a partir de ensino tradicional avaliado por prova, com o intuito
de avaliar os alunos e de prover um diagnéstico para esse estudo. Além de tais metodologias,
foram usadas também as atividades em grupo, oficinas e uso de tecnologias.

Ao final do semestre as notas obtidas em cada metodologia foram comparadas entre as

turmas. Pela analise das comparagoes, constata-se que houve melhora nas duas turmas no
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decorrer do semestre, uma melhora gradativa e significante, principalmente na turma B, que
obteve as menores notas na primeira prova. Porém, além das notas se observou maior
entusiasmo dos alunos durante as aulas.

Levando em conta que essa pesquisa ¢ um estudo de caso, apresentamos algumas
reflexGes importantes: sera que os resultados obtidos seriam corriqueiros se testados em outras
turmas? Serda que a alteracio de metodologias, de fato, leva a um melhor rendimento de uma
turma? Ou de forma mais geral, sera que esses resultados podem ser estendidos para a maioria
dos alunos? Os autores acreditam que sim, mas que a respostas serdo encontradas pelos
professores em suas turmas, sendo que esse trabalho traz apenas uma possibilidade e nao uma

solucdo definitiva.
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Capitulo 4

Extracdo de Caracteristicas em Sinais de Voz por

meio da Analise de Componentes Independentes

Bruno Rodrigues de Oliveira®

INTRODUCAO

Dentre os algoritmos de aprendizagem nio supervisionados utilizados nas pesquisas de
processamento de sinais, ICA (Independent Component Analisys) tem despertado bastante interesse
na comunidade cientifica. Seu sucesso se deve em parte, a sua extensa aplicabilidade nos mais
variados problemas, dos quais: 1. Separa¢ao cega de sinais de voz, de imagens, de instrumentos
musicais, ¢ também aplicagdes médicas como analise de EEG (Eletroencefalograma), ECG
(Eletrocardiograma), ECG fetal, onde os sinais sao obtidos misturados em cada eletrodo; 2. No
estudo de séries temporais de dados financeiros com o objetivo de detectar anomalias,
fornecendo o real impacto do retorno anormal (Franco, 2008); 3. Extracao de caracteristicas
dos sinais, que permite, por exemplo, reconhecimento de locutor, de fonemas e caracteres
(Kwon e Lee, 2004), reducio de ruido (Lee e al, 2000) e compressio. 4. Na area de
processamento de texto combinado a linguistica, na extragdo de conceitos, onde um conceito é
visto como uma combinag¢do linear de verbos e predicados, e a analise de componentes
independentes extrai informagoes sobre as relagdes dos verbos e substantivos (Chagnaa ez a/,
2007).

Outra peculiaridade do método ICA e que também contribuiu para sua popularizagao,
¢ que ele utiliza estatisticas de ordem superior a dois, como a curtose. Tais estatisticas possuem
melhores informagoes sobre as caracteristicas dos sinais, pois estatisticas de ordem elevada
capturam melhor a variabilidade dos dados (Ozawa e Kotami, 2014). Varios trabalhos em
reconhecimento de padrdes tem utilizado essa propriedade e obtidos bons resultados, dentre
eles: 1. Lee at al. (2000), apresenta taxa de erro no percentual de 2.0%, utilizando 20 vetores
bases, na tarefa de reconhecimento de locutor, enquanto que o método que utiliza analise mel-

cepstral obteve 3.8% de erro; e 2. Kwon e Lee (2004) no estudo de reconhecimento de fonemas,

I Rua Londrina, 2038, Sibipiruna, Chapadido do Sul-MS.
* Autor de Cotrespondéncia: bruno@cerradosites.com.

61



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

que utiliza em conjunto o método PCA (Principal Component Analysis) para redugao da dimensao
dos dados, obtiveram taxas de acerto de aproximadamente 50%.

A dltima caracteristica que contribuiu para o sucesso do ICA ¢ o algoritmo de ponto
fixo FastICA, que possibilitou a utilizagdo em larga escala devido sua eficiéncia computacional
e ainda a facilidade de implementagao.

Segundo Hyvirinen ef a/ (2001) em meados de 1980 J. Héraut, C. Jutten e B. Ans
propuseram um método que utilizava uma simples rede neural e um modelo de descorrelagao
nao linear para resolver o problema da codificagao de movimento em contragao muscular, onde
sensores, as safdas X1, X, mediam a contracao muscular e as entradas Sy, S, a posi¢ao angular
e velocidade do movimento. Embora ainda nessa época o nome ICA nao tenha sido cogitado,
o modelo x(t) = As(t) de mistura de fontes, foi utilizado.

No inicio década de 90, A. Cichocki e R. Unbehauen, propuseram novos métodos para
o problema da separacio de fontes, introduzindo a técnica conhecida como PCA nao-linear.
No entanto as pesquisas nesta época estavam restritas aos grupos franceses, nio tendo
alcancado interesse internacional.

Somente em meados dos anos 90, apds avancos no campo da otimizagao estatistica,
cresceu o interesse pela técnica ICA apds a publicacdo do artigo de A. J. Bell e T. J. Sejnowski
abordando o principio INFOMAX para a resolu¢iao do problema da separagio de fontes, com
a contribuigdo de S. I. Amari que introduziu a utiliza¢do do gradiente natural. Alguns anos mais
tarde os mesmos autores trabalharam para desenvolvimento do algoritmo de ponto fixo
FastICA.

Hoje grande parte das pesquisas em ICA se concentra em universidades da Finlandia,
Corea e Japao. Na universidade de Helsinki, Finlandia, varios softwares tem sido desenvolvidos
para a implementacio do ICA, inclusive o pacote para MATLAB® denominado FastICA
(Hyvirinen et al., 2001).

ASPECTOS TEORICOS
ANALISE DE COMPONENTES INDEPENDENTES
A Anilise de Componentes Independentes ICA) é um método estatistico multivariado

inicialmente proposto para resolver o problema da separagao de fontes num contexto

neurofisiolégico (Hyvirinen ef al., 2001).

62



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

Neste problema consideramos um sistema MIMO (Multiple-Input-Multiple-Ontpui) onde

p sinais de entrada (fontes) sio combinados linearmente em 71 sinais de saida (sensores)

(Cichocki ez al., 2009):

Xi = ;181 + QS+ tas, Vi=1,...,n @)
sendo s; (i =1,...,p) varidveis latentes mutuamente estatisticamente independentes;
a;; (i,j = 1,...,m) coeficientes reais que ponderam as fontes para os sinais de mistura X;,

sendo estes os unicos valores diretamente observaveis. Em notacio matricial/vetorial se tem:
X1 ai; - Q1p1TS1
e l=. ][] = x=As 2)
Xn Ap1 oo Aupl ISp
onde a matriz 4 = (al- j) ¢ chamada de matriz de mistura. Como seus valores sio
desconhecidos, assim como os das fontes S; (dai 0 nome “separagao cega”), resolver o problema
da Separacio Cega de Fontes, Blind Source Separation (BSS) é estimar W = A* encontrando assim
os sinais de entrada — as fontes estimadas §, onde A* ¢ a pseudo-inversa da matriz A. Ou seja:
§=Wwx €)

A independéncia estatistica acima mencionada implica que, se p;(s;) é a funcio
densidade de probabilidade marginal de cada fonte s; ¢ p(sl, Soyee, Sp) a funcido densidade de
probabilidade conjunta das s;, entio as fontes S; sio mutuamente estatisticamente
independentes se, e somente se:

p(s1, 82, .81 = p1(s1)p2(52)-.. pp(sp) “

Em outras palavras, dizer que as fontes sdo estatisticamente independentes significa
dizer que a informacgao de uma determinada fonte s, nao diz nada sobre outra fonte s, ou seja,
as fontes nao estao relacionadas.

Em situagoes reais, principalmente quando se trata de sinais de voz, essa exigéncia da
independéncia das fontes nao restringe a aplicabilidade do método ICA, mas pelo contrario,
facilita sua implementagao visto que sinais naturais geralmente sao independentes.

Outra restricao que se deve considerar diz respeito a distribui¢ao das fontes: que essas
devem ter distribuicio nao-gaussiana, ou somente uma das fontes terem distribui¢ao gaussiana.
Isso se deve ao fato do método ICA utilizar estatisticas de alta ordem, como a curtose, e esta,
por exemplo, tem valor nulo para variaveis aleatérias com distribui¢ao gaussiana (Hyvarinen ez
al., 2001).

Para estimar as fontes § na equagio (2), partindo do modelo § = A*x = Wx, as

componentes independentes (ICs) sdo estimadas considerando uma combinagao linear dos x;,

63



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

denotada por y = b"x, sendo b um vetor a ser determinado. Isso implica que y = bT As, logo,

¥ também ¢ uma combinagio linear dos s;. Denotando b A por q”, tem-se y = b"As = q"s.

Entio se b é uma das colunas de w, b"™x =
[b1 b, ... byl[¥1 X2 X3 ... Xp]T =s; ¢ uma das ICs, portanto, s; = b'x =
q"'s > q=1[0 ... 1; ... 0]7, ou seja, apenas um elemento de q é 1 e o restante igual

a 0. Como A ¢ desconhecida, ndo se pode determinar b exatamente, deve-se entio estimi-lo.

Do Teorema Central do Limite, sabe-se que a soma de duas ou mais variaveis aleatérias
é mais gaussiana que as variaveis originais. Entio y = q7s = q;51 + q,5,+... +q,S, € mais
gaussiana que qualquer S, e torna-se menos gaussiana quando de fato ¢ igual a um dos s;, o que
ocotre quando g = [0 ... 1; ... 0]" o que por sua vez implica que todos os s; tem
distribuicdo idéntica.

A ideia entio é variar os coeficientes de g e observar como a distribuicio de y = q*'s
muda. Mas como nio se conhece q faz-se isso com bT x, variando os coeficientes de b. Se
variando os coeficientes de b, encontra-seum ¢ = [0 ... 1; ... 0]7 entio se encontra
uma das ICs s;.

Em outras palavras, deve-se encontrar um q que tenha a maior quantidade de elementos
iguais a zero, exceto um, ou seja, caminha-se no sentido de encontrar um vetor g que torne a
distribuicao de Y menos gaussiana (mais nao-gaussiana) quanto possivel, ja que quanto mais
valores de q forem nio zero mais proximo a distribuiciao de y estara da gaussiana, logo, nesse
sentido se estd maximizando a nao-gaussianidade. Realizando manipulagdes algébricas

concluimos que b deve ser tal que:

b"x =q"s = bTAs=q"s > bTA=q" > (bTA"=(@Q")" = ATb=g¢q (5)

NEGENTROPIA
Uma medida de nido-gaussianidade que pode ser utilizada para estimagao da matriz W é
a negentropia, que é baseada numa quantidade da entropia diferencial. A entropia de um vetor
aleat6rio y com funcio densidade py,(y) é definida como H(y) = — ) py Mlogp,(m)dn
entao a negentropia ¢
J) = H(Ygauss) = H®) ©
onde Ygquss € um vetor aleatério gaussiano com mesma correlagio e covariancia de y. J )

goza das seguintes propriedades (Pereira, 2003): i) E sempre ndo negativa; ii) F zero se, e
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somente se, Y tem distribuicdo gaussiana; iii) E invariante para transformagoes lineares
invertiveis e para mudangas de escala.

Dado o custo computacional para se calcular | (y) utiliza-se uma aproximagao J (y) =

% [E{y3}]? + i kurt(y)? (Zuben e Attux, 2010), onde E{ . } é a esperanga matematica. Porém
dada a nao robustez da curtose, para algumas distribui¢cGes de probabilidade, outra aproximacio

¢ sugerida. Fazendo-se ki = 1—12, K, = i,f(y) =y3,9(y) = y*, resultando em J(y) =

ki [E{fODY? + K, [E{g(y) — g()}]?, onde v é uma varidvel gaussiana de média 0 e variancia
1. Portando, a aproximagao para a negentropia torna-se (Hyvirinen ez al, 2001):
J(¥) < [E{G(y)} — E{GW)}]? (7)
Algumas escolhas adequadas para a funcio nio-quadratica G(z), para alguma variavel
aleatéria z sdo (Hyvirinen e al., 2001): G1(z) = 9~ togcosh(9z) e G,(z) = —exp(—2z2/2),

ondel <19 < 2.

GRADIENTE DESCENDENTE ESTOCASTICO

Para maximizar a nao-gaussianidade utiliza-se o método do Gradiente Descendente
Estocastico, cujo objetivo é minimizar uma fungao custo, interativamente, tipicamente dada por

C(w) = E[G(WTx)} (8)

sendo X um vetor de observacio aleatério, e W uma das colunas da matriz W.

Para isso toma-se um ponto inicial W(0), computa o gradiente de C(W) nesse ponto, e
move-o na direcio do gradiente negativo, até que |[w(t) — w(t — 1)|| atinja um valor pequeno,
ou seja, caminha-se na dire¢ao mais ingreme da curva da fungdo. Tem-se a seguinte regra, para

t=1,2,.., ctaxa de aprendizagem a:

w(t) =w(t-1) - a(t)ag—(ww) lw=w(e-1 ©)

Denotando por Aw = w(t) —w(t — 1) a diferenca entre o valor novo e o valor

anterior de W, a regra em na equagao (9) torna-se:
aC(w) aC(w)
> Aw x —
ow ow

Isso significa que o vetor AW tem a mesma dire¢do do vetor gradiente. No entanto,

Aw = —q (10)

existe um escalar @ que pode ter seu tamanho ajustado, e este determina o tamanho do passo
na dire¢ao do gradiente negativo.
A regra de aprendizagem na equagao (9) ¢ conhecida como aprendizagem em lote. Como

a fungao custo na equagio (8) depende do calculo das médias das amostras, o que pode ser
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dispendioso computacionalmente, adota-se o paradigma da aprendizagem on-/ine, onde ao invés
de considerar as amostras inteiras utiliza-se apenas a ultima observacao do vetor X, portanto, a
esperan¢a matematica na equagdao (8) pode ser descartada e a fungdo custo assume a
forma C(w) = G(WT x) (Hyvirinen ez al.,, 2001).

Uma desvantagem desse método ¢é que para fun¢bes niao quadraticas como as
funcdes Gy, G, acima descritas, que podem possuir varios minimos locais, as interagdes no
algoritmo ocasionalmente conduzem para algum destes extremos locais ao invés dos globais.
Neste caso, o método nao consegue escapar deste extremo e fornece entdo uma solugao que
ndo ¢ a desejada. Para evitar este problema escolhas adequadas do valor inicial de w(0) devem
ser feitas. O algoritmo FastICA abaixo anunciado, utiliza um vetor aleatério com norma unitaria

para w(0).

GRADIENTE DESCENDENTE ESTOCASTICO UTILIZANDO NEGENTROPIA

A ideia principal do algoritmo ¢ iniciar W aleatoriamente, com norma unitaria. Obter a
direcio na qual o valor da negentropia de ¥ = W' x cresca e mover W nessa diregio, até que
convirja, sendo X um vetor aleatério que foi branqueado e portanto E{wTx)?} = ||w|? =1,
sendo || .|| 2 norma euclidiana.

Assim, tomando como funcio custo a negentropia de W, ou seja, C(w) =
[E{G(WTx)} — E{G(V)}]?, e normalizando W, ap6s cada interacdo, para que a varidncia de
wT x permanega constante, pode-se resumir o algoritmo (Hyvirinen e# a/, 2001) para estimar w:

Aw < E{G(WTx)} — E{G(V)} E{x g(WTx)} (11)

Para garantir que cada W obtido seja diferente é necessario alguma restricio. Toma-se
portanto uma ortogonalizagao entre as dire¢oes de projecao (Zuben e Attux, 2010), utilizando
a ortogonalizagdo de Gram-Schmidt com um método deflacionirio, onde os vetores Wy, sao

estimados um por um, sendo que ap6s cada interagao subtrai-se de W4 as projegoes, ou seja,

— p-1
Wpi1 = Wpi1 — Zj=1(""£+1""'j) wij.

FASTICA

Utilizando a abordagem de ponto-fixo, pode-se melhorar significativamente o algoritmo
acima proposto em relacio a velocidade de convergéncia e também a facilidade de
implementagao. Uma interagao de ponto-fixo sugerida para o gradiente na equagao (11) é
climinar a parcela E{G(WTx)} — E{G(V)} da equacio, pois esta de qualquer jeito seria

cancelada pela normalizacido de W que segue na interagao, e multiplicar ambos os lados por aw,
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o que melhora as propriedades de convergéncia (Hyvirinen ez /., 2001). Deste modo, obtém-se
a seguinte equagao interativa:

1+ a)w « E{xgwix)} + aw

w
W<l

Uma escolha adequada de a torna FastICA uma aproximac¢ao do Método de Newton,

(12)

resolvendo a equagio E{xg (Wl'x)} + Bw = 0. O resultado fornece enfim um método de
interacao de ponto-fixo (Hyvirinen ez a/., 2001):
w « E{xgwlx)} — E{xg’ Wl x)}w 13)

Abaixo resumimos o algoritmo FastICA, utilizado para obter as colunas w,, de W,
supondo que o vetor X foi, antes, branqueado e centralizado (Hyvirinen ef al., 2001).

1. Defina a quantidade N de componentes a estimar, e facap « 1.

2. Escolha um valor inicial aleatoriamente, com norma unitaria para Wy,.

3. Faca wy, « E{xg(wpx)} — E{xg' (Wi x)}w,,.

4. Ortogonalize W), fazendo w,, < w,, — 27;11 (WZ;WJ-) w;.

. w . .
5. Normalize W), fazendo W,, « ——"=. Se W, nio convergir! volte para o passo 3.

[lwa |l

6. Facap « p + 1. Enquanto p < N volte ao passo 2.

ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

A Analise de Componentes Principais (PCA) é uma transformacao linear capaz de
descorrelacionar variaveis correlacionadas projetando-as em um espago de menor dimensao,
onde cada dimensio é denominada de Componente Principal, sendo que a primeira
componente principal tem a maior variabilidade dos dados, a segunda componente é
perpendicular a primeira e tem a segunda maior variabilidade e assim sucessivamente (Loesch e
Hoeltgebaum, 2012).

Dado um vetor aleatériox = [¥1 X2 -+ Xp]T com média zero e varidncia unitaria,
afim de obter as componentes principais (PCs), primeiro determinam-se os autovalores A; na
equagdo caracteristica:

|C,— Al =0 (14)

sendo Cy a matriz de covariancia de X, assim definida para p variaveis:

1 W, convergird quanto o valor novo de W, ¢ o anterior tiverem a mesma diregio, isto ¢, o valor do produto
escalar ¢ aproximadamente igual a 1.
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|' 1 Ciz ... Clp]
=[P = e mo - mT) a3
le Cpz oo 1 J

onde ¢;; = E{(x; — mi)(xj — mj)} ¢ a covariancia de X;, Xj, My a média de X, e E{x;x;} =
fjooo X; XjPpx(X) dx a esperanca de X;, X;.

Os autovalores obtidos satisfazem a desigualdade Ay > 4, >...> 4,,. Associado a cada
autovalor A; tem-se um autovetor ¥; = [Vir  Viz -+ Vip]T. Logo, a i-ésima componente
principal serd y; = v;xT, 0 que mostra que os eixos do novo sistema de coordenadas no qual a
PCA esta projetando os dados, estao na direcao dos autovetores V;.

Se var(x) denota a variancia da variavel X, entio teremos var(y,) > var(y,) >...>
var(yp). Como as PCs sao descorrelacionadas COTT(yl-,y]-) = 0, sendo corr(.) a correlacio
entre as variaveis, entdo, Y4 € a primeira componente, Y, a segunda e assim por diante.

A técnica da PCA pode ser utilizada como pré-processamento na implementacao do
método ICA: 1. Projetando os dados em um subespaco de menor dimensio, o que reduz
algumas componentes menos significativas (Green e al, 2002); e 2. Realizando o
branqueamento dos dados (Zeman, 2000).

O branqueamento ¢ uma técnica de pré-processamento implementada na maioria dos
algoritmos ICA. Ela ¢ util, pois apds a transformaciao de branqueamento a matriz de separagio
W ¢ ortogonal. Assim, os algoritmos ICA restringem sua busca ao espago das matrizes
ortogonais, o que por sua vez reduz o numero de parametros livres do sistema. Além disso, tais
matrizes induzem ao surgimento de propriedades numéricas importantes como maior
velocidade de convergéncia e estabilidade se comparado ao espago das matrizes em geral
(Hyvirinen, 2014).

Uma variavel aleatéria x é dita branca, por defini¢do, se os elementos dessa variavel tem
variancia unitaria e sao descorrelacionados, ou seja, £ {xxT} = I. Entio, dado um vetor aleatério
X = [x1 X3 .. X,] com média zero, uma transformacgio B de branqueamento ¢ tal que Z = Bx
é branco, onde

B =D~ 1/2yT (16)
sendo V = [v; vy ... v,] uma matriz de autovetores tendo norma unitiria, e D =

diag(A; A, ... ;) uma matriz diagonal com os autovalores da matriz de covariancia Cy.

EXTRACAO DE CARACTERISTICAS
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Em geral métodos de extracio de caracteristicas procuram uma metodologia para
representar certos dados de alguma forma mais conveniente para determinada finalidade. O
objetivo principal na extracao de caracteristicas baseada em ICA ¢é encontrar uma transformacao
linear tal que os coeficientes resultantes, sejam tio estatisticamente independentes quanto
possivel (Kwon e Lee, 2004).

Pelos artigos de Lee e al. (2000) e Hyvirinen ef al. (1999), para extrair caracteristicas de
um sinal X consideramos este sinal segmentado x = [X1 X2 ... Xn]T, e aplicamos o
algoritmo ICA para obter componentes independentes U de X, pela transformagao linear:

u=Wwx (17)

O algoritmo ICA assume que o sinal observado X ¢ uma combinagdo linear dos

componentes U, ou seja:
x=W+tu (18)

O objetivo é entdo estimar W obtendo W, tal que, W*W = AP, sendo P uma matriz
de permutacao e A uma matriz diagonal de escala. Portando, quando as saidas U sao as fontes
S, ou seja, u = APs, alteradas sua ordem e multiplicadas por alguma constante, as func¢oes base
(vetores caracteristicas), sao as colunas da matriz W (Bell e Sejnowski, 1996), onde § sdo as
fontes originais.

As Figuras 1 e 2 exibem a forma de onda de um sinal de voz e seus vetores
caracteristicos, respectivamente (Kwon & Lee, 2004). Tais vetores foram obtidos atualizando as

matrizes de separa¢ao a cada 1000 segmentos, e estao ordenados pela norma l,, assim definida

ANl = (27 lay]”
04 : r : .
02} .
OH*—‘?#‘.»—-’—’—.H*—‘»—
~02 o i
e 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Figura 1. Forma de onda de um sinal de voz. Fonte: Kwon e Lee (2004).
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Figura 2. Vetores Caracteristicos do sinal de voz exibido na figura anterior. Fonte: Kwon e
Lee, (2004).

REDUCAO DE RUIDO BASEADO NA ICA

CODIFICACAO ESPARSA

Nos métodos de codificagdo esparsa, uma variavel aleatéria com média zero ¢é dita
esparsa quando sua func¢iao densidade de probabilidade (f.d.p) tem um pico em zero e caudas
pesadas, ou seja, uma distribuicdo supergaussiana (Hyvirinen ez 4/, 2001). Como pode ser
observado na Figura 3 que exibe algumas formas de ondas de sinais de voz e seus respectivos
histogramas, sinais de voz tem esse tipo distribuicao.

O método ICA se assemelha a codificagdo esparsa no sentido que seu objetivo é
encontrar as direcbes em que as componentes descorrelacionadas sao tio nao-gaussianas quanto

possivel, enquanto que na codificacio esparsa o objetivo é encontrar as componentes tio
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esparsas quanto possivel. Quando as componentes sao esparsas, que ¢ o caso de sinais de voz,
entdo o ICA busca componentes descorrelacionadas tao esparsas quando possivel. Na Figura 3
estao ilustrados trés sinais de voz e as respectivas densidades, onde pode-se observar um pico

em zero, ja que a média foi removida.

03

02

01

01

02

03

0.4
0

Figura 3. Formas de onda de sinais de voz e seus respectivos histogramas. Fonte: Autor do
trabalho.

Em um sinal contaminado por ruido aditivo gaussiano, as componentes esparsas tém
valores absolutos proximos de zero. Entao, estas podem ser consideradas puramente ruido. Para
a reducdo de ruido tenta-se, utilizando uma abordagem de limiar suave, encolher essas

componentes esparsas, semelhante ao método Wavelet Shrinkage (Hyvirinen ef al.,1999).

ESTIMADOR PARA REDUGCAO DE RUIDO
Para a tarefa de reducdo de ruido gaussiano de variaveis aleatorias ndo-gaussianas, que é
o caso considerado aqui, deve-se utilizar o estimador MAP (Maxcimum a porteriori estimator), 0 MAP

que ¢ definido como o vetor de parimetro @ que maximiza a densidade pg,(6|x7) =

Pxj6(xT|0)pg(6)

de 6 dada as medicoes de X7, sendo By 4p 0 valor de ocorréncia mais provavel
px(xT)

do vetor de parametros 8 dos dados de x (Hyvirinen ez al., 2001).
Considera-se o sinal ruidoso X formado pelo sinal limpo X e ruido gaussiano vV com

média zero e variancia a?:

X=x+v (19)
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O estimador MAP pode entio ser aplicado para fornecer uma versio com ruido

reduzido X, do sinal ruidoso ¥, sendo que este estimador fornece a seguinte estimagio
~ I IR PSR
X = argmin|>— (& — x)? + f(x) (20)
x |20

onde f(x) = —logp(x) é o logaritmo negativo da funcio densidade de probabilidade de x.

Supondo f estritamente convexa e diferencidvel, a minimizacio na equacio (20) é
equivalente a resolver a equagao % E-X+f(x=0 (Hyvirinen et al., 1999) que fornece a

funcio de encolhimento h(X)
X=%—-0%f'(x) =h(@ (21)
que tem a seguinte inversa
h(x)™' = x4+ a?f'(x) (22)
Em casos onde a inversa na equagdo acima nao possa ser calcula, uma aproximacao é
sugerida por Hyvirinen ef a/. (1999):
X0 = sign(X)max(0, |¥| — o?|f' () (23)
sendo sign(X) o sinal de X, e max(*) o valor maximo do vetor.
Como pode ser observado na equagdo (22) o cilculo da inversa da funciao de
encolhimento depende do sinal X, no entanto, nao temos esse sinal disponivel, mas somente o
sinal ruidoso X. Hyvirinen ef a/. (1999) sugere neste caso a utilizacio de algum sinal livre de

ruido com as mesmas caracteristicas estatfsticas que X para obter h(x) ™.

ALGORITMO PARA REDUCAO DE RUIDO

Resumindo o algoritmo para redugdao de ruido temos os seguintes passos (Lee e al,
2000):

1. Fornega como entrada para o algoritmo FastICA (ou algum outro algoritmo
ICA) o sinal ruidoso X com segmentos de tamanho 1, para obter uma mattiz Wyyy,.

2. Estime as fun¢oes de encolhimento h; para cada vetor base (colunas da matriz

de separacao W), ou utilize a aproximacio dada na equacio (23).

3. Calcule os coeficientes ruidosos ¥ do sinal ruidoso X, ou seja, y = WX.
4, Obtenha os coeficientes sem ruido § = h(y).
5. Recupera-se o sinal com ruido reduzido X = W18,

Os resultados obtidos por Lee ez a/. (2000) estao exibidos na Figura 4.
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Sinal Ruidoso (5 dB) Sinal com reducao de Ruido (5 dB)

Sinal Ruidoso (10 dB) Sinal com redugdo de Ruido (10 dB)

Figura 4. Resultados da redugao de ruido implementada por Lee et. al. (2000). Fonte:
Adaptado de Lee ¢ a/. (2000) com legendas traduzidas pelo autor.

CONCLUSAO

A Analise de Componentes Independentes permite a extracio de vetores de
caracteristicas de sinais de voz, que por sua vez podem ser utilizados para diversas finalidades,
como na remogao de ruido, e permitem uma representac¢ao eficiente destes sinais.

O fato de utilizar estatisticas de ordem superior faz com que este método seja vantajoso,
pois algumas informagdes relevantes dos sinais nao sao possiveis de serem analisadas utilizando
estatisticas de ordem menor que trés. A estrutura de fase, que contém as informagoes espaciais
e temporais, as caracteristicas do sinal, por exemplo, sao perceptiveis somente pelas estatisticas
de alta ordem. Na tarefa de reconhecimento de locutor, os métodos baseados em ICA tem

mostrado vantagem em relagcao aos métodos baseados na analise cepstral.
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Capitulo 5

Equacdes Diferenciais Ordinarias na Aplicagao de

Circuitos Elétricos

Fabricio Ely Gossler!”

INTRODUCAO

Este trabalho foi publicado primeiramente como um Trabalho de Conclusio de Curso
no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul
(UEMS), Unidade de Cassilandia, sob orientagcao do professor Dr. Marco aparecido Queiroz
Duarte. Dada sua caracteristica estilo livro texto, achei por bem publica-lo como capitulo de
livro também, para que os conhecimentos aqui apresentados sejam mais amplamente
divulgados.

As equagdes diferenciais surgiram no século XVII com os avancos do Cailculo
Diferencial e Integral, pelas obras de Newton (1642—-1727) e Leibniz (1646-1716), onde
puderam ser notados inimeros modelos matematicos. A principal motivagao para os estudos
das equagoes diferenciais, veio dos problemas de modelagem dos fenomenos da Mecanica
Classica, como por exemplo, o movimento dos planetas (Bassanezi e Ferreira, 1988).

Depois do problema da modelagem ser resolvida através de uma equacgao diferencial,
surgia entdo o problema de resolug¢do da mesma. Alguns desses problemas foram estudados e
resolvidos por Leonhard Euler (1707-1783), alguns membros da familia Bernouli (1654—1705)
e muitos outros (Bassanezi e Ferreira, 1988).

Durante os estudos das solu¢oes de equagdes diferenciais surge um matematico que iria
fortalecer ainda mais essa teoria. Seu nome era Augustin Louis Cauchy (1789-1857), e ele
demonstrou a existéncia de solu¢des para uma grande parte das equagoes diferenciais, que foram
apresentadas em muitos modelos (Bassanezi e Ferreira, 1988).

A modelagem que trabalha com as variaveis essenciais se comporta aproximadamente
como o problema real estudado. Um modelo bem elaborado que simula um determinado
fenémeno fisico podera chegar muito proximo da solugao real. Um circuito elétrico, por
exemplo, ¢ um modelo matematico que se comporta aproximadamente como um sistema

elétrico real (Nilsson e Riedel, 2009).

! Rua Clevelandia 1924, Sibipiruna. Chapadio do Sul-MS.
*Autor de Cotrespondéncia: fabricioely08@gmail.com
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Com a invenc¢ao da bateria, por Alessandro Volta (1745—1827), foi possivel se obter um
fluxo continuo de corrente. Desse modo surgiram os primeiros circuitos elétricos nos quais se
usava uma bateria e eletrodos imersos em um recipiente cheio de agua. O fluxo da corrente pela
agua produzia hidrogénio e oxigénio (Soclof, 2014).

A primeira grande aplicagao dos circuitos elétricos foi a de iluminagao. Logo apos a
invencao da lampada incandescente por Thomas Edison (1847-193), procurava-se um sistema
completo de geragao e distribuicao de energia (Soclof, 2014).

O principal objetivo desse trabalho ¢ a modelagem de especificos circuitos elétricos,
usando equacOes diferenciais ordinarias. Assim, abordaremos primeiro a teoria das equagdes
diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordem, com exemplos de resolu¢oes usando os
possiveis métodos. Finalmente, abordaremos e definiremos algumas questoes de eletricidade

para usarmos na modelagem de circuitos elétricos.

TERMINOLOGIA E DEFINICOES BASICAS

As equagdes diferenciais sao de extrema importancia para o ramo da matematica, elas
modelam os mais variados tipos de fenémenos encontrados na natureza. Abrangem certas
quantidades que variam com o tempo, ou seja, as equagoes diferenciais estido diretamente ligadas
a taxas de variacao.

Enfatizando, “As equag¢oes diferenciais tém ampla aplicagdo na resolucao de problemas
complexos sobre movimento, crescimento, vibragoes, eletricidade e magnetismo, aerodinamica,
termodinamica, hidrodinamica, energia nuclear e todo tipo de fenémeno fisico que envolva
taxas de varia¢ao de quantidades variaveis” (Swokowski, 1994, p. 637).

O curso de Calculo Diferencial e Integral é um dos pré-requisitos basicos que se precisa
ter para poder resolver equagoes diferenciais. Na resolu¢io de uma equagao diferencial é
indispensavel entender o conceito de derivada e dominar certas técnicas de integragao
(integracdao por substituicdo, partes e fragdes parciais). Pois do Calculo Diferencial e Integral,

temos que uma fun¢io ¥y = f(x), tem como sua derivada
dy ,
Z=rw

. ’ ~ 2 ~
cujo o resultado, serd uma funcio de x. Como por exemplo, se y = e*", entio

d 2 d
2 = 2xe*” ou Z = 2xy.
dx dx
E importante perceber que o estudo das equagoes diferenciais nao é voltado para derivar
fungoes, isso é muito bem feito nos cursos de Calculo Diferencial e Integral. O estudo das

equagdes diferenciais esta voltado para a resolucio de equagoes diferenciais, ou seja, dada certa
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- . dy . .
equagdo como a do exemplo antetior —— = 2XxY, precisamos encontrar de alguma maneira, uma
dx

(funcio) solucio y = f(x) que satisfaca tal equagio.

Vejamos a seguir a Definicao 1.1 sobre equagao diferencial (Zill e Gullen, 2001, p. 2).

Definigao 1.1 Equacao Diferencial

Uma equagao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais variaveis independentes, ¢ chamada de equagao

diferencial (ED).

Complementando, “Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do
mundo fisico sdo proposi¢des, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas
acontecem. Expressas em linguagem matematica, as relagdes sdo equagdes e as taxas sdao
derivadas. Equacdes contendo derivadas sio equagoes diferenciais” (Boyce e Diprima, 2001, p.
D).

Exemplo 1.1 — Sao EDs:

dy
— 4+ 21ty = t?
ar Tety

dy _dy
W — 7% + 13y =20
ou ou

3x$—5)/a:

(y —x)dx+4xdy =0

3u

y'+y=0
y'=2y'+y=0
Y 42
s Ty = 0.
CLASSIFICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
Como ¢ de se esperar, as EDs se distinguem uma das outras, assim como as equagoes

algébricas de primeiro grau se diferenciam das de segundo grau. Precisamente, as EDs sio

classificadas de acordo com trés caracteristicas: quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.

CLASSIFICACAO PELO TIPO
Com relagao ao tipo, existem duas classificagdes para as EDs, uma é a equagao

diferencial ordinaria (EDO) e a outra é a equagao diferencial parcial (EDP).
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E importante sabermos a quantidade de variaveis de certa ED. “Uma das classificacdes
mais obvias é baseada em descobrir se a fun¢ao desconhecida depende de uma tnica variavel
independente ou de diversas variaveis independentes.” (Boyce e Diprima, 2001, p. 10)

Se uma equacgao diferencial contém somente derivadas ordinarias de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacao a uma tnica variavel independente, ela ¢ chamada de equagio
diferencial ordinaria (EDO) (Zill e Gullen, 2001, p. 2).

Exemplo 1.2 — Sio EDOs:

dy
a7
(5y —3x)dx + 5xdy =0
du dv
dx dx
d’y dy _
225 -32+2y=0.

“Uma equagao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes
de duas ou mais variaveis independentes ¢ chamada de equagao diferencial parcial (EDP)” (Zill
e Gullen, 2001, p. 2).

Exemplo 1.3 — Sio EDPs:

dw 0s
9y dx
Ju Ju
3xa+ Zya =u
=BG

CLASSIFICACAO PELA ORDEM

Quando temos um polindmio e queremos determinar o seu grau, basta olharmos o
maior expoente a que a variavel desse polinémio esta elevado, ou seja, o grau é o maior numero
ao qual a variavel esta elevada. No caso das EDs, para determinarmos sua ordem, o processo ¢é
parecido. “A ordem da derivada de maior ordem em uma equagao diferencial é, por definigao,

a sua ordem” (Zill e Gullen, 2001, p. 2).

Exemplo 1.4

A equa(_;ﬁo Derivada de segunda Derivada de
primeira ordem
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¢ uma EDO de segunda ordem (ou de ordem dois).

Como a equacio diferencial (y — x)dx + xdy = 0 pode ser escrita na forma x% +

y = x, dividindo-se pela diferencial dx, trata-se entdo de uma EDO de primeira ordem. A

equag;ao a—u +

dtz = 0 é uma EDP de quarta ordem.

Nesse texto limitamos o nosso estudo apenas em aplicagdes das EDOs. Por isso,
omitiremos as EDPs. Nao omitimos aqui as EDPs porque nao existem aplicagdes para elas,
muito pelo contrario, elas sao extremamente importantes em diversas aplicacoes.

Uma EDO geral de #-ésima ordem ¢ frequentemente representada simbolicamente por

dy d"y\ _ (1.1)
F(”’d’ H)‘O'

CLASSIFICACAO COMO LINEAR E NAO-LINEAR
Uma EDO ¢ chamada de linear quando pode ser escrita na forma

anr dar—1 d 1.2
e N e e Teo M

Observe que as EDOs lineares sao caracterizadas por duas propriedades: I) O grau da variavel
dependente y e de todas as suas derivadas é igual a 1, isto é, a poténcia de cada termo envolvendo
y é 1. II) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Uma equagao que nao ¢ linear ¢ chamada de nao-linear (Zill e Gullen, 2001, p. 4).

d3y zd y

As equacoes xdy + ydx =0, y" —2y'+y =0, x3— =+ 3x + S5y =

e*, sio EDOs lineares de primeira, segunda e terceira ordem, respectivamente.

Por outro lado,

coeficiente poténcia # 1
depende de y
n ! d3y
yy'=2y"'=x e a3 +y% =0,

sao EDOs nao-lineares de segunda e terceira ordem, respectivamente.

A teoria matemadtica e os métodos para resolver equagdes lineares estio bastante
desenvolvidos. Em contraste, a teoria para equag¢des nio-lineares ¢ mais complicada
e os métodos de resolu¢io sio menos satisfatorios. Em vista disso, ¢ auspicioso que
muitos problemas significativos levam a equagdes diferenciais ordinarias lineares ou
podem ser aproximados por equagdes lineares |...| Esse processo de aproximar uma
equagdo nio-linear por uma linear ¢ chamado de linearizacdo e é extremamente util
para tratar equacées nao-lineares (Boyce e Diprima, 2001, p. 11).
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SOLUCOES
Vejamos a seguir a Definicao 1.2 sobre solugdes para uma EDO (Zill e Gullen, 2001, p.4):

Definigao 1.2 Solucao para uma EDO

Qualquer funcio fdefinida em algum intervalo I, que, quando substituida na EDO reduz

a equagao a uma identidade, é chamada de solucio para a equagao no intervalo dado.

Podemos reescrever essa definicao da seguinte maneira: Uma solugao para uma EDO,
Flx,y,y', .., y™) =0, (1.3)

¢ uma funcio f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacio (1.3), isto é,

F ), f' @), fM(0) =0, (14
para todo X em algum intervalo I definido.

[...] Muitas vezes nio ¢ tdo facil encontrar solucdes de equacdes diferenciais. No
entanto, se vocé encontrar uma funcdo que pode ser solucio de uma equacio
diferencial dada, ¢ muito facil, em geral, verificar se a funcdo ¢ de fato solucao: basta
substitui-la na equacio. [..] E claro que isso nio ¢ um modo satisfatério de resolver
a maiotia das equac¢des diferenciais, j4 que existe um numero grande demais de
fungoes possiveis para que se tenha alguma chance de encontrar a fungio correta
aleatoriamente. De qualquer modo, é importante compreender que é possivel
verificar se qualquer solucio proposta estd correta substituindo-a na equacio
diferencial. Para um problema de alguma importancia, essa pode ser uma verificacio
util e deve ser transformada em habito (Boyce e Diprima, 2001, p. 11).

Exemplo 1.5: A funcio y = e* é uma solucio para a EDO y = y' no intervalo
(—0, ). De fato, se escrevermos a EDO dada como y — ¥’ = 0, esubstituirmos y = e* e

y' = e* implicaremos na identidade, pois e* — e* = 0, para todo x no intervalo dado.

SOLUCOES EXPLICITAS E IMPLICITAS
As solugdes das EDOs podem ser apresentadas de duas formas, explicitas ou implicitas.

dy dly

oy ...,m) = 0 que pode ser escrita na forma y =

“Uma solu¢ao para uma EDO F (x, v,
f(x), é chamada de solu¢ao explicita.” (Zill e Gullen, 2001, p. 6).
Exemplo 1.6: A EDO Z—z = 2x + 1 tem como solugio explicita y = x? + x.

“Dizemos que uma relagio G (x,y) = 0 é uma solucio implicita de uma EDO em um

intervalo I, se ela define uma ou mais solugoes explicitas em I’ (ZILL, 2001, p. 6).
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Exemplo 1.7: A EDO Z—z = —§ tem como solugio implicita x2 + y* — 49 = 0, no
2 2
intervalo de —7 < x < 7. De fato, pois pela derivagao implicita temos dg; ) 4+ dg; ) _ d‘(;-?) =
v _ o _ _x
062X+2ydx =0 ou =y

NUMERO DE SOLUCOES
No que se diz respeito ao nimero exato de solu¢des de uma EDO, podemos dizer que
ela possui um numero infinito (uma familia de solugdes), unico ou nenhuma solugao.
Exemplo 1.8: A funcdo y = ¢;sin2x + ¢, cos2x em que ¢; eCsao constantes
arbitrarias, é uma solucio de y" 4+ 4y = 0. De fato, diferenciando y, obtemos y' =
2c, c0s 2x — 2¢,sin 2x e y"' = —4c¢; sin 2x — 4c, cos 2x. Logo,
y" + 4y = (—4c, sin 2x — 4c, cos 2x) + 4(cy sin 2x + ¢, cos 2x)
= (—4c; + 4cy) sin 2x + (—4c, + 4c,) cos 2x
= (0) sin 2x + (0) cos 2x
=0.
Assim a fun¢ao Yy = ¢, Sin 2x + ¢, cos 2x satisfaz a EDO, para quaisquer valores das

constantes €4 e Cy. Portanto a EDO y"' 4+ 4y = 0 possui infinitas solugdes.

4
Exemplo 1.9: A seguinte EDO (%) + y2 = 0 possui uma tnica solucdo, que é y =

2 4
Exemplo 1.10: A EDO (d—y) + 7y* = —23 nio possui solugio. Observamos que

dx?
nesta EDO, o primeiro membro ¢ uma soma de poténcias pares, enquanto o segundo membro
¢ negativo. Como nenhuma soluc¢do (func¢io) y(x) satisfaz tal equacio, a EDO dada nio tem

solucio.

SOLUCAO PARTICULAR E SOLUCAO GERAL

Uma solugao particular de uma EDO ¢ qualquer solugio da mesma. A solugdo geral da
EDO ¢ o conjunto de todas as suas solugdes.

Uma solugdo para uma equagdo diferencial que ndo depende de parametros
arbitrarios é chamada de solugdo particular. Uma maneira de obter uma solucio
particular é escolher valores especificos para o(s) parametro(s) na familia de solugdes.
[..] Se toda solugio para F (x, v,y ...y(")) = Ono intervalo Ipode set obtida de
G(x,y,¢1 ...cp) =0 por uma escolha apropriadados ¢;, i = 1,2, ..., n, dizemos que
a familia a »-parametros ¢ uma solugdo geral, ou completa, para a equagio
diferencial (Zill ¢ Gullen, 2001, p. 9-10).
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Exemplo 1.11: A funcio y = ce* ¢ uma solugdo geral da EDO y' =y, pois y = ce*
¢ uma familia a um pardmetro de solu¢bes para a mesma. Para ¢ = 0,—2 e 5, obtemos as

solucoes particulares y = 0, y = —2e” e 5e*, respectivamente.

PROBLEMAS DE VALOR INICIAL E VALORES DE CONTORNO

Um problema de valor inicial caracteriza-se pelas condi¢des subsidiarias (informagdes
extras) se referindo a um unico ponto da variavel independente. Estas condi¢des sao chamadas
de condi¢bes iniciais. Em problemas de valores de contorno, as condi¢es subsidiarias se
referem a mais de um ponto da variavel independente. Neste caso, as condi¢des subsidiarias sao
chamadas de condi¢des de contorno.

Exemplo 1.12: O problema y" + 2y’ = e*; y(n) = 1, y"(m) = 2 é um problema de
valor inicial, pois as duas condi¢des subsidiarias y(m) = 1 e y"' () = 2 sdo dadas no mesmo
ponto.

Exemplo 1.13: O problema y" + 2y’ = e*; y(3) = 2, ¥"'(5) = 4 ¢ um problema de
valor de contorno, pois as duas condicdes subsidiarias y(3) = 2 e¢ ¥"(5) = 4 sio dadas em

diferentes pontos.

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

As EDOs de primeira ordem sao da forma

FCx,y,y") =0. 2.1)
Podemos escrever a equacio (2.1) de outra forma
dy 2.2)

- = xl )
i ACED
ou ainda, podemos escrever a equagao(2.2) na forma diferencial

f(x,y)dx —dy =0, (2.3)

PROBLEMA DE VALOR INICIAL (PVI)
Suponhamos que tivéssemos que resolver uma EDO de primeira ordem na forma (2.2)
sujeita 2 uma condicio inicial y(xy) = ¥y, em que Xy é um nimero no intervalo I e Yy é um

numero real arbitrario. Entdo temos o seguinte problema:
dy
Resolva: — = f(x,y)
dx
Sujeito a: y(x9) = ¥
Esse problema é chamado de problema de valor inicial. “Em termos geométricos,
estamos procurando uma solugao para a equagao diferencial, definida em algum intervalo [ tal
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que o grafico da solugio passe por um ponto (Xg, Yo) determinado a priori” (Zill e Gullen, 2001,
p.39).

Exemplo 2.1: Vimos no Exemplo 1.11 do Capitulo 1, que y = ce* é uma familia a um
pardmetro de solugdes para Yy’ = y no intervalo (—00, 00). Se especificarmos, digamos y(0) =
3, entdo substituindo x = 0 e y = 3 na familia, obteremos 3 = ce® = ¢. Logo a fungio y =
3e* é uma solugio para o PVI ¥’ =y, y(0) = 3. Se tivéssemos pedido uma solugio de y' =

1 ,
, € dai,

y que passe pelo ponto (1,3) em vez de (0,3), entdo y(1) = 3 iria nos dar ¢ = 3e~
y = 3e* 1,

Existem duas questoes fundamentais, que surgem quando estamos considerando um
PVI (Zill e Gullen, 2001, p.40): Existe uma solugao para o problema? Ou seja, A EDO
dy / dx = f(x,y) possui uma solucio cujo grafico passa pelo ponto (xg, ¥o)? Se essa solucio

existe, ela é tnica? No exemplo 2.2 mostraremos que a resposta a segunda questao é: algumas

vezes Nao.

4
Exemplo 2.2: Podemos verificar que cada uma das funcbes y = 0 ey = :—6 satisfaz a

equacio diferencial e a condicdo inicial no problema z—z =xy/?2,  y(0) = 0.

Quando estamos interessados em resolver uma EDO de primeira ordem, ¢ comum
analisarmos antes se existe uma solu¢ao para ela, e se, caso exista, ela sera tnica. Charles Emile
Picard (1856-1941) enunciou um teorema que nos ajuda a responder essas questoes. Vejamos
a seguir o Teorema 2.1 (Zill e Gullen, 2001, p. 40) que nos garante a existéncia e a unicidade de
solugoes, e logo em seguida a sua demonstragio.

Teorema 2.1 Existéncia de uma Unica Solucio

Seja R uma regido retangular no plano xy definida pora <x < b, ¢ <y < d, que
contém o ponto (Xg, Vo) em seu intetior. Se f(x,y) e df /0y sio continuas em R, entdo existe
um intervalo [ centrado em X e uma unica func¢ao y(x) definida em I que satisfaz o problema
de valor inicial (PVI).

Demonstragio (SANTOS, 2010):

Primeiro provaremos a existéncia da solugido e depois sua unicidade.

1. Existéncia:
Definindo a sequéncia de fungdes ¥,(t) por Yo(x) =y, yn(x) =y, +

f;; f(s, yn_l(s)) ds, paran = 1,2,3 ... Como f(x,y) é continua no retangulo R, existe uma

constante positiva f8 tal que |f (x, y)| < B, para (x,y) € R. Assim, |y, (x) — yo| < Blx — x0l,
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pataa < x < b. Como 0f/ dy é continua no retangulo R, existe uma constante positiva « tal
que lf(,y) —f(x,2)| <aly—z|paraa<x<b,c<y, z<d.
Assim, [y,(x) =y, (0)] < f; |f(S; Y1(S)) - f(S; Yo (5))| ds < af; ly1(s) —

|x —x0| |x— xo|

Yolds < ap [ s —xolds = ap . Do mesmo

yisto €, [y, () =y ()] < af —

modo, |y;(x) — y,(x)| < fxOlf(S' YZ(S)) - f(S; }’1(5))| ds < afxOb’z(s) —ylds <

|9C—9Co|3

—xnl2 —
a?p [ B2 g = 2 B o, Ly () — y, ()] < @2p E20L

|X Xo|
n-1)! ’

() = Ynoa (O < L |f(5,901()) = f(5, 920D ds < @[y lyna(s) ~

Suponhamos por inducio que |y, (x) — Y1 (x)| < a™ 2B entio

x |s—xo|™~ _1p lx=20|™ . ,
n-2 0 — ,n—1 0
_’yn_zldS < afxoa 'Bn—l)' =a 'BT' 1sto ¢,

— %o|" 2.4
300 = Yy ()] < an-rp =0l 24

Estas desigualdades sio vilidas para a < a’ <x < b’ < b em que a’ e b’ siio tais que
¢ < yp(x) <dsemprequea’ <x <b'.

Segue de (2.4) que

0o co (x - )n
D) = s (] < Y a0
n=1 n=1 '
que ¢ convergente. Como
n
Y00 = 3o + ) 0) = Vs (1)
k=1

entdo, ¥, (x) é convergente. Seja

y(x) = lim y, (x).

Como
(b — a)*
[ym () = 9 (Ol < Z @) = v @ < B 2 2
k=n+1 k=n+1 |
assim, passando ao limite quando m tende a infinito obtemos que
(b - a)"
Y0 = 7 (O < B Z R 25)

k=n+1

Logo, dado um € > 0, para n suficientemente grande, |y(x) — y,,(x)| < €/3, para

a' < x <b'. Daf segue-se que y(x) é continua, pois dado um € > 0, para s suficientemente
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proximo de x, temos que |y(x)—y,(s)| < €/3 e para n suficientemente grande e
ly(x) =y ()] < €/3 e |y(s) = yn(s)| < €/3 o que implica que
[y(x) = ya ()] < ly(x) =y (O] < |y(s) = yu()] <e.

Além disso, paraa’ < x < b’, temos que

lim [ Flsnds = | G lim yn(snds = | fGys0ds

pois por (2.5) temos que

[ Flom@)as= [ sy as| < [ 1F(m) - £y as

<a j 1Y (s) — y(s)] ds

[ee]

b — a)*
< af(x — xq) Z ak-1 %
k=n+1 '
que tende para zero quando n tende para infinito. Portanto
y(x) = lim y,(x)
X
=Yo+ T{iggof f (s, ¥n-1(s)) ds
Xo
X
=0+ | £ Jim ya i (s)ds
Xo
X
=Y +f f(s,y(s)) ds,
X0
ou seja,
> (b—a)* (2.5)
Y@ -m@I<p ) @kt
k=n+1 '
X
y(x) =y, + f f(s,y(s)) ds. (2.6)
Xo

Derivando a equacio (2.6) em relagio a X, podemos notar que y(x) é a solugio do
problema de valor inicial.

Unicidade
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Supondo que y(x) e z(x) sejam solucdes do PVL. Seja u(x) = f;‘o|y(s) —z(s)| ds.
Assim, como  y() = [[ y'(s)ds = [[ flsy(s)ds, 200 = [ 7' (s)ds =
_@fgjgpﬁmm

u'(x) = |y(s) — z(s)l
<[ -zl

[ 1Gv) = (s as

A

_af|yu>—zun

= au(x)

ou seja, u'(x) < au(x). Subtraindo au(x) e multiplicando por e~ obtemos

:—x (e~ u(x)) <0, com u(xy) = 0. Isto implica que e "**u(x) = 0, lembrando que u(x) =

0 e portanto que u(x) = 0, para todo x. Assim y(x) = z(x), para todo x.

O resultado anterior ¢ um dos mais populares teoremas de existéncia e unicidade para
equacoes diferenciais de primeira ordem, porque os critérios de continuidade de
f(x,y) e 3f /0y sio relativamente faceis de set vetificados. Em geral, nio é possivel
determinar um intervalo especifico I no qual uma solugao esta definida sem realmente
resolver uma equacio diferencial. (Zill e Gullen, 2001, p. 41).

[] Se vocé encontrar um problema de valor inicial durante a investigacdo de um
problema fisico, vocé pode querer saber se ele tem solugdo antes de gastar um bocado
de tempo e esforco para resolvé-lo. Além disso, se conseguir encontrar uma solugio,
vocé pode estar interessado em saber se deve continuar a procurar outras solucdes
possiveis ou se pode ter certeza de que ndo existem outras solucbes. (Boyce e
Diprima, 2001, p. 35).

Exemplo 2.3: Vimos que no Exemplo 2.2 que a equagido diferencial Z—z = xyl/? possui pelo

menos duas solugdes cujos graficos passam por (0,0). As funcdes f(x,y) = xyl/z o Z_f/ _

2;—1/2 sao continuas no semi-plano superior definido por y > 0. Concluimos do Teorema 2.1
que, dado um ponto qualquer (x¢, ¥o) com Yy > 0 (por exemplo(0,1)), existe algum intervalo

em torno de X no qual a equacio diferencial dada possui uma unica solu¢io y(x), tal que

y(xo) = yo.

CLASSIFICACAO DAS EDOS DE PRIMEIRA ORDEM
Uma EDO assume a seguinte forma se a fun¢io f for independente da vatidvel

dependente y:
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4y _
— = f(x). 2.7)
Assim, a equag¢ao (2.7) terda uma solugdo por integracao direta, ou seja, basta integrar

ambos os lados da equagao
[Zdx = [ f(x)dx. 2.8)

dy . . . - - . . L.
Como f; dx = y (pois a integral e a derivada sdo opera¢des inversas, isto ¢, integrar

a derivada de uma funcio resulta na prépria funcio) e F(x) é a anti-derivada de f(x), teremos
a seguinte solucio de (2.7):
y=F(x)+c. 2.9)

A constante ¢ surgiu por causa da integracao. Observamos que a equacao (2.9) é uma
solugdo geral da EDO dada. Podemos escolher qualquer valor de ¢ para ser uma solucdo da
equacdo. Suponhamos que tivéssemos as seguintes condi¢des iniciais para o PVI:

y(x0) = Yo (2.10)
S6 precisamos substituir as condi¢oes iniciais de (2.10) em (2.9) para obtermos: Yy =

F(xy) + ¢ = ¢ = yy — F(xy). Assim achando um valor fixo para ¢, obtemos uma solugao
. dy
particular para o PVI —= = f (x), y(x9) = yo. Note que geralmente para acharmos uma

solucdo particular, precisamos primeiro achar a solugao geral do problema.

E de se esperar que dependendo da EDO nio se aplique esse método da integracio
direta. Para algumas EDOs, existem métodos especificos de resolugoes de acordo com suas
proprias caracteristicas. A seguir sdo apresentadas as defini¢oes de quatro classes de EDOs de
primeira ordem:

e Equagoes com Variaveis Separaveis;

e FEquacées Homogeéneas;

e Hquacgoes Exatas;

e LEquagoes Lineares.

Essas classes sio especiais devido ao fato de existirem métodos de resolugoes
exclusivas para a EDO. Esses métodos foram desenvolvidos e se aplicam para uma determinada
EDO que possui certa caracteristica, ou seja, o método de resolugdo que devera ser usado
dependera da caracteristica especifica da mesma. Lembrando que nem toda EDO de primeira

ordem se encaixa em uma dessas classes, e também nem mesmo pode ser transformada em uma

delas.
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EQUACOES COM VARIAVEIS SEPARAVEIS
Considere uma EDO do tipo Z—z = f(y)g(x) onde f e g sdo fun¢des continuas em

algum intervalo de R. Dizemos que essa EDO ¢ “separavel” ou tem “variaveis separaveis’.

Separando ento as variaveis

dy

o g(x)dx. 2.11)
. - dy
e integrando a equagao (2.11) em ambos os membros J‘% = [ g(x)dx + ¢, obtemos
F(y) = G(x). (2.12)

Se pudermos inverter a funcio F, a solugdo formal em (2.12) sera y =

F _1(6 (x)) Vejamos agora a Defini¢ao 2.1 de Equacao Separavel (Zill e Gullen, 2001, p.44).

Definigao 2.1 Equacgao Separavel

a X) . . cro ro
Uma EDO da forma é = % ¢ chamada separavel ou de variaveis separaveis

METODO DE RESOLUCAO

Como o proprio nome ja diz, o ponto chave para resolver esse tipo de EDO ¢ separar
as variaveis, colocando a variavel dependente de um lado da equagio enquanto que a variavel
independente fica do outro. A equagao (2.11) indica o procedimento desse fato. Depois de
separar as variaveis, basta aplicar a integracdo. Vejamos o Exemplo 2.4 seguinte:

Exemplo 2.4: Resolva (1 + x)dy — ydx = 0. Resolugio: Podemos reescrever (1 + x)dy —

d dx ~
ydx =0 como sendo 73, =T Integrando ambos os lados da equagio e resolvendo-a,

j‘dy_f dx
y J1+x

Inly| =In|1+ x|+ C;

obteremos

eln|1+x|+61

y =
= elnll+x| oC
=|1+x|.e
=+e%(1+ x).
Trocando +e® por ¢, concluimos que a solugdo para a EDO é y = c(1 + x).
Observe que nio existe a necessidade de usar duas constantes de integracio na
resolugdo de uma EDO, pois, multiplos, somas, diferengas ou combina¢es de constantes
podem ser trocados por uma tnica constante. Por isso, nos proximos exemplos adotaremos
esse fato.
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dy x2y2 N dy nyZ
Exemplo 2.5: Resolva — = . Resolugao: Podemos reescrever — = como sendo
dx 1+x dx 1+x

1+x

y*dy = dx, ou ainda y*dy = % +§dx. Integrando essa dltima em ambos os lados e

xZ

resolvendo a integra¢ao, obteremos

f >d —fi+ld
y y_ xz xx)

y3
3= —x~1 + In|x| + k.
Multiplicando essa ultima equacdo por 3x, teremos xy> = —3 + 3x In|x| + 3kx.
Trocando 3k por ¢, concluimos que a solucido implicita do problema sera xy3 = —3 +

3x In|x| + cx.

EQUACOES HOMOGENEAS
A chave para resolver uma EDO homogénea ¢ transforma-la em uma EDO separavel,
aplicando uma determinada substituicao. Vejamos agora a defini¢ao 2.2 (Zill e Gullen, 2001, p.

52) de Equacao Homogénea.

Definigao 2.2 Equacio Homogénea
Uma EDO da forma M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

¢ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sio fun¢des homogéneas do

mesmo grau.

METODO DE RESOLUCAO

Para entendermos o método de resolugao das EDOs Homogéneas, primeiro é preciso
entender o que é uma fungao homogénea. Dizemos que uma fun¢iao é homogénea de grau n se
ela satisfaz a seguinte condicio: f(tx,ty) = t"f(x,y) para algum nimero real n. Se f(x,y)

for uma fungdo homogénea de grau n, podemos escrever entao
fGoy) =xf (1Y) e fry) = yf (§ 1), (2.13)
Yy X A .
sendo f (1,;) ef (;, 1) ambas homogéneas de grau zero. Suponhamos que temos a seguinte

EDO

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, (2.14)
e, verificando que M e N sio fungdes homogéneas de mesmo grau, podemos entao resolver
essa mesma por meio de uma substituicao algébrica. Dependendo da EDO podemos chamar

Yy = ux oux = vy, sendo que U e Vsdo as novas variaveis independentes. Esta substitui¢io nos
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possibilitara transformar a EDO homogénea em uma EDO de variaveis separaveis. Vejamos:

Chamamos y = ux, logo sua diferencial dy = udx + xdu. Substituindo agora em (2.14),

temos
M (x,ux)dx + N(x,ux)[udx + x du] = 0. (2.15)
Pela propriedade da homogeneidade dada em (2.13), podemos escrever (2.15) como
x"M(1,uw)dx + x"N(1,uw)[udx +xdu] =0
ou

[M(1,u) + uN(1,u)]dx + xN(1,u)du = 0. (2.16)

N(1,u) du
_NQwdu = 0. Portanto,
M(1,u)+uN(1,u)

Assim, separando as variaveis em (2.16), teremos u;_x +
transformamos a EDO inicial homogénea em separavel. De maneira analoga podemos obter a
separacdo fazendo x = vy.
Exemplo 2.6: Resolva (y*+ yx)dx — x*dy = 0 usando uma substituicio apropriada.
Resolucio: Temos que M (x,y) = y* + yx e N(x,y) = —x% Notemos que M e N sio funcdes
homogéneas de grau 2. Logo a EDO dada é homogénea. Fazendo y = ux, entio dy = udx +
xdu. Assim,
(y?2 + yx)dx — x?dy = 0
[(ux)? + (ux)x]dx — x?(udx + xdu) = 0
u?x?dx + ux?dx — x?udx — x3du = 0
x*(u?+u—uw)dx—x3du=0
x*u?dx — x3du =0
x*u?dx = x3du

=ty
—dx = —du
x3 uz "’

resultando em

~dx = —du. 2.17)
Aplicando a integraciao em (2.17), obtemos f%dx = f%du + ¢, e resolvendo essa
tltima equagio, teremos In|x| = —ul+c
Inlx| +u™! =c. (2.18)
Como

RIS

2.19)

-1
Substituido (2.19) em (2.18) teremos, In|x|+ (%) = c, logo,
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In|x| + § =c. (2.20)

Multiplicando a equagao (2.20) por Yy teremos a seguinte solugao implicita da EDO:
yln|x| + x = yc.

EQUACOES EXATAS

Uma EDO na forma (2.14) ¢ uma equagao exata se

oM (x,y) _ 9N(xy)
Sy = or 2.21)

Vejamos agora a defini¢ao 2.3 (Zill e Gullen, 2001, p. 61) de Equa¢ao Exata.

Definigdo 2.3 Equacgio Exata

Uma EDO M(x,y)dx + N(x,y)dy é uma diferencial exata em uma regiio R do plano
xy se ela corresponde 2 diferencial total de alguma funcio f(x,y). Uma EDO da forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 é chamada de equagdo exata se a expressio do lado esquerdo

é uma diferencial exata.

METODO DE RESOLUCAO
Dada uma EDO na forma (2.14), ou seja, M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0. Primeiro
temos que verificar se ela ¢ exata, isto é, temos que mostrar que (2.21) se verifica. Se (2.21) ¢é

satisfeita entao podemos supor que

% = M(x,y). (2.22)

Assim, integrando (2.22) em relagdo a X, obtemos

fOo,y) = [ M(x,y)dx + g(y). (2.23)

Lembrando que y é considerada como uma constante, portanto g (y) é a constante de

integracao. Agora, derivando (2.23) com relagao a y e supondo também que Z—fl =N(x,y)

of _ 0 ' _
teremos - = == [ M(x,y)dx + g'(y) = N(x,y). Logo

g’ =N(xy) — % [ M(x,y) dx. (2.24)

Por fim, basta integrarmos (2.24) em relagdo a y e substituir esse resultado em (2.23).

A solugio paraa equagio é f(x,y) = c¢. Podemos observar que poderfamos ter escolhido como

suposicao Z—f/ = N(x,y) e assim terfamos f(x,y) = [N(x,y)dy+h'(x) ¢ h'(x)=

N(x,y) = o= [ N(xy) dy.
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Exemplo 2.7: Resolva (2y*x —3)dx + (2yx? + 4)dy = 0. Resolugio: Temos que

oM(x,y)

3y = 4.yx =

M(x,y) =2y°x—3 e N(x,y) = 2yx? + 4, e podemos verificar que

ON(x,y)

e 0go,a EDO ¢ exata. Assim, suponhamos que g—i = M(x,y), ou seja, Z—i =2y*x — 3

e integrando essa tltima equacio em relagio a x, temos f(x,y) = f 2y%x —3dx + g(y),

ou seja,
fGoy) =y*x? —3x+ g). (2.25)

Agora, derivando (2.25) com relagdo a ¥ e supondo também que z—f/ =2yx®+4

teremos
af
L =2yx?+4
dy yx< +
d
a(yzx2 —3x+ giy) =2yx*+ 4
2yx% + g'(y) = 2yx? + 4,
portanto,
g'(y) = 4. (2.26)
Integrando (2.26) em relacio ay [ g'(y) dy = [ 4 dy obtemos
g) = 4y. (2.27)

Lembrando que nesse caso a constante de integracao nao precisa ser incluida, pois a
solugio é f(x,y) = c. Substituindo (2.27) em (2.25) obtemos a seguinte solugio para a EDO
y2x? —3x + 4y = c.E importante destacarmos que a solugio para a equagio nio ¢é

f(x,y) = y?x? — 3x + 4y, mas sim, f(x,y) = c.

FATOR INTEGRANTE
Nem sempre uma EDO da forma (2.14) sera exata, ou seja, teremos situagdes em que
a condi¢ao (2.21) ndo se verifica. Entretanto, é possivel transformar (2.14) em uma EDO exata,

mediante a multiplicacdo de um fator adequado.

Definigao 2.4 Fator Integrante

Uma funcio p(x,y) é um fator integrante de M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se a equacio
pu(x, v)IM(x,y)dx + N(x,y)dy] = 0 ¢ exata.

Exemplo 2.8: Resolva 6xy dx + (4y + 9x2)dy = 0, usando u(x,y) = y? como fator

integrante. Resolucdo: Podemos verificar que a equagao diferencial dada,
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6xy dx + (4y + 9x?)dy = 0. (2.28)
nio ¢ separavel, homogénea e nem exata. Multiplicando (2.28) por u(x,y) obtemos
6xy® dx + (4y® + 9y*x?) dy = 0. (2.29)
que ¢ exata, pois fazendo M (x,y) = 6xy> ¢ N(x,y) = 4y> + 9y*x?
oM (x, ON (x,
Y) _ gz = INEY)

dy Xy 0x
Com isso podemos resolver a equagao (2.29), cuja solugao sera a mesma de (2.28). Fazendo
Z—i = 6xy° e integrando essa tltima equacio em relacio a x, obtemos
flx,y) = j 6xy3dx + g(y)
= 6y3jxdx +90)
x2

= 6y° <7> +9©)

=3y°x* + g (),
ou seja,

flx,y) =3y°x* + g(y). (2.30)
Derivando (2.30) com relagao a y obtemos Z—f} = 9y*x* + g'(¥). Supondo que Z—f/ =
N(x,y), dessa dltima teremos que, 9y°x* + g'(y) = 4y* + 9y*x?
isto é,
g'(y) = 4y°. (2.31)
Integrando (2.31) em relagiao a y

gy) = f 4y*dy = y* (2.32)

e substituindo (2.32) em (2.30) resulta em f(x,y) = 3y°x® + y*, ou seja, 3y°x* + y* = c.

EQUAGCOES LINEARES
Ja definimos no Capitulo 1, a forma geral (1.2) das EDOs lineares de ordem n. No

caso em que n = 1, teremos

d
a;(x) ﬁ + ay(x)y = g(x), (2.33)
ou seja, uma EDO linear de primeira ordem. Vejamos agora a Defini¢ao 2.5 de Equacio Linear

(Zill e Gullen, 2001, p. 69).
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Definigao 2.5 Equacao Linear

Uma EDO da forma a, (x) Z—z + ay(x)y = g(x) é chamada de linear.

apg(x) _ gx)

a0) = a0 Chamando

Dividindo (2.33) pelo coeficiente a;(x), teremos %+

P(x) = o(x) ef(x)= 9(x) , obtemos uma forma mais conveniente para a EDO linear:
as(x) as(x)

24 P(x)y = f(x). (2.34)
Usando diferenciais podemos escrever a equacdo (2.34) como sendo dy + [P(x)y —
f(x)]dx = 0. As EDOs lineares possuem uma interessante propriedade pela qual sempre
podemos encontrar um fator integrante #(x) em que

u()dy + p(x)[P(x)y — f(x)]dx = 0. (2.35)

O lado esquerdo da equagio (2.35) é uma diferencial exata se :—xu(x)dy = % uC)[P(x)y —

f()] ou z—i = uP(x).Podemos facilmente resolver essa dltima equacio (EDO separével),

. . . d L.
determinando o fator integrante u(x). Temos entio TH = P(x)dx. Integrando essa ultima

equagdo em ambos os lados, teremos
Inlul = [ P(x)dx. (2.36)
Aplicando a exponencial nos dois lados da equag¢io (2.36) obtemos,
elnlul = o P(x)dx
,u(x) — efP(x)dx_
Portanto a funcao u(x) = e/ PIAX ¢ ym fator integrante para uma EDO linear.

Para resolvermos uma EDO linear de primeira ordem do tipo a4 (x) Z—z +ag(x)y =

g(x), primeiro precisamos escrevé-la na forma (2.34). Para isso basta dividirmos toda a equagio

) . dy . . dy | ao(x) g(x)
or a,(x), ou seja, fazemos com que o coeficiente de — seja icual a um: — + ——=y = ——,
p 1( )’ 13, q dx jalg dx = aq(x) aq(x)

Depois de identificarmosP(x), podemos encontrar o fator integrante, e em seguida,

multiplicamos a equagao (2.34) pelo mesmo, obtendo:
efp(x)dx;i—z + P(x)el PMax — o PO)Ax £ (), (2.37)
O lado esquerdo da equagdo (2.37) é a derivada do produto do fator integrante
el P)dx pela variavel dependente y. Assim, podemos reescrever (2.37) como sendo

= [elPdry] = efPOIAxf(x), (2.38)
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Para finalizar, basta integrarmos em ambos os lados da equacio (2.38)
f;—x [efp(x)dxy] dx = fefp(x)dxf(x) dx para chegarmos na solucio geral de (2.33): y =

fefP(x)dxf(x) dx
efP(x)dx

Exemplo 2.9: Resolvaa EDO 3 Z—z + 12y = 4, encontrando a solugao geral, especificando um

intervalo para o qual ela esta definida. Resolug¢ao: Observamos primeiramente que a equagao

dada ¢ uma EDO linear de primeira ordem. Colocando-a na forma (2.34), obteremos
4

: (2.39)

@ _
Ix +4y =
Como P(x) =4, logo teremos o seguinte fator integrante p(x): u(x) = e,

Multiplicando (2.39) pelo fator integrante encontrado, obtemos e** [% + 4y] = e g, logo,

d
e4x_y+ e4x4y = ¥

= . (2.40)

w | &

Lembrando que o lado esquerdo da equacido (2.40) ¢ a derivada do produto entre o

fator integrante e** pela variavel dependente y. Assim

A (p4xy) = pdx
—(ePy) =e*s, (2.41)
Integrando ambos os lados de (2.41) em relagdo a x e resolvendo a equagdo resultante,
obtemos
d 4
fa (e*™y)dx = J. et* §dx
4
ety = —J. et dx
3
411
ety = §[Ze4x + c],
portanto,

ety =-e¥ +2c. (2.42)

—4x

Multiplicando a equagdo (2.42) por e

, teremos a seguinte solugdo e o respectivo intervalo
patra a qual ela esta definida: y = g + gce““‘, —00 < x < +00.
Exemplo 2.10: Resolva a EDO Z—z + 5y = 20, sujeita a condicdo inicial y(0) = 2. Resolugio:

A equacio ja foi dada na forma (2.34). Assim, o fator integrante é e>*. Multiplicando a EDO

dada pelo fator integrante obtemos
dy
Sx | 4§ = e5%20
[ o=

dy
5x 7
¢ a

5x54y = 5x20’
x+e y=e
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e que de maneira aniloga ao exercicio anterior, nos dirige para e5*y = 20 [ e5* dx.
Resolvendo entio essa ultima expressao chegamos ao seguinte resultado
y =4+ ce 5%, (2.43)
De acordo com a condicdo inicial temos que y(0) = 2, ou seja, x = 0=y = 2.
Substituindo estes valores em (2.43), teremos 2 = 4 + ce =59, de onde chegamos que ¢ = —2.

Portanto, a solugio particular desse problema é y = 4 — 2e75%, —o0 < x < 400,

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM
As EDOs de segunda ordem sao da forma
F(x,y,y',y") =0. (3.1)
Podemos escrever (3.1) de outra forma

2 = @ y.y"). (3.2)

No Capitulo anterior, vimos que podemos resolver EDOs nao-lineares de primeira

ordem, usando determinadas técnicas de resolucio. Entretanto no caso de EDOs nio-lineares
de segunda ordem nio podemos desfrutar do mesmo privilégio. Isso porque as EDOs nido-
lineares de ordem superior sio mais dificeis de serem resolvidas, mesmo que algumas delas
possuam solugoes. Por isso, neste Capitulo nos restringimos as EDOs lineares de segunda
ordem.

Vimos no Capitulo 1 a forma geral (1.2) das equagoes diferencias lineares de ordem n.

No caso em que n = 2, teremos

d? d
a,(x) d—xj: + a,(x) ﬁ + ag(0)y = g(x). (3.3)
ou seja, uma EDO linear de segunda ordem. Lembrando que as funcdes coeficientes a,(x),
a,(x), ap(x) e g(x) sio continuas em um determinado intervalo I, onde a,(x) # 0.

Dividindo (3.3) por a,(x), obtemos

Q@ &y | ady | a® g 64

ax(x) dx®  ax(x)dx = az(x) az(x)’

a1(x) aplx) g
az(x) az(x) a(x)

e, chamando respectivamente de p(x), q(x) e f(x), podemos reescrever

(3.4) de uma forma mais compacta, como sendo % + p(x) Z—Z +q(x)y = f(x) ou

y"' +pG)y’ +q()y = fx). (3-5)
Quandof (x) = 0 entdo (3.5) é dita homogénea, ou seja, a equagio
y" +p)y" +q)y = 0. (3.0)
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é uma EDO linear de segunda ordem homogénea. Caso f(x) # 0 entdo (3.5) é dita nio-
homogénea.

Exemplo 3.1: A equacio 3y"” +7y'—5y =0 ¢é uma EDO linear de segunda ordem
homogénea. A equacioxy’’ — 5xy’ + 6y = e* é uma EDO linear de segunda ordem nio-
homoggénea.

Veremos nesse Capitulo que para resolvermos uma equagao nao-homogénea, devemos
primeiro resolver a equacdo homogénea associada, ou seja, uma vez resolvida a equacio
homogenea, sempre ¢ possivel resolver a equagao nao-homogenea correspondente ou, pelo
menos, expressar sua solu¢ao em func¢io de uma integral. Assim, o problema de resolver uma

equacdo homogénea ¢ o mais fundamental (Boyce e Diprima, 2001, p. 70.)

PROBLEMA DE VALOR INICIAL (PVI)

Para uma EDO linear de 2* ordem temos a seguinte situagao do PVI:
Resolva: a,(x) Z—y + a;(x) Z—z + ay,(x)y = g(x)

7 X2 / (3.7)
Sujeito a: y(xo) = Yo,  Yx, = Yo

Observemos que o PVI de uma EDO linear de segunda ordem exige duas condicbes
iniciais. A solu¢do para esse PVI é uma funcdo que satisfaga a EDO em certo intervalo I que

contenha o ponto Xy, e que cujo grafico da solugio, passa pelo ponto (Xg,Yo) com inclinagio

igual a y,'.

Note que as condig¢Ges iniciais para uma equagao de segunda ordem nio indicam,
apenas, um ponto particular (ty, Vo) que tem que pettencer ao grafico da solugio,
mas, também, o coeficiente angular y' da reta tangente ao grafico naquele ponto. E
razoavel esperar que sejam necessarias duas condigdes iniciais para uma equagio de
segunda ordem, ja que, grosso modo, precisa-se de duas integragdes para se encontrar
a solucio e cada integracio introduz uma constante arbitraria. Presume-se que duas
condi¢bes iniciais serdo suficientes para a determinagdo dos valores dessas duas
constantes. (Boyce e Diprima, 2001, p.70.)

O Teorema 3.1 a seguir, nos garante a existéncia de uma unica solugao para (3.7) (Zill

e Gullen, 2001, p.143).

Teorema 3.1 Existéncia de uma Unica Solucio
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Sejam a,(x), a,(x), ap(x) nio todos nulos e g(x)continuas em um intervalo I, para todo
x neste intervalo. Se X = X ¢ algum ponto deste intervalo, entao existe uma unica solugao

y(x) para o PVI (3.7) neste intetvalo.

Exemplo 3.2: Verifique se a funcio y = 3e%* + e 72* — 3x ¢ uma solugio para o PVI y"" —
4y = 12x, y(0) =4, »'(0) =1. Resolucdo: Temos que verificar se a fungio y =
3e?* + e7?* — 3x ¢ uma solucio da EDO dada com os valores das condicées iniciais: y(0) =
4 ¢ y'(0) = 1. Primeiro vamos verificar se y é realmente a solucio da EDO. Para isso vamos
achar as derivadas de y de primeira e segunda ordem respectivamente, logo
y' = 6e?* —2e72* -3
y" =12e%* + 4e %,
Substituindo os valores na EDO, obtemos
y" —4y =12x
(12e%* + 4e72*) — 4(3e?* + e7%* — 3x) = 12x
12e%* + 4e™2¥ — 12e%* — 4e 2 + 12x = 12x
12x = 12x.
Segundo, vamos verificar se as condi¢des iniciais do PVI estao corretas
y(0) =362 + 720 -3(0)=3+1-0=4
y'(0) = 6e2(0 —2e72(0 —_3=6-2-3=1.
Portanto, como os coeficientes da EDO sio continuos em qualquer intervalo

contendo x = 0, podemos concluir a partir do Teorema 3.1, que a fun¢ao dada é a unica solugao

do PVI dado.

O WRONSKIANO

Neste topico apresentaremos importantes defini¢oes e conceitos, que serdo uteis nos
estudos de EDOs lineares de segunda ordem. Antes de definir o que é o Wronskiano,
precisamos definir outros dois importantes conceitos: Dependéncia e Independéncia Linear

entre funcoes.
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Definigao 3.1 Dependéncia Linear

Dizemos que um conjunto de fun¢des fi (x), f5(x),..., f,(x) é linearmente dependente
(LD) em um intervalo [ se existem constantes Cy,Cy,...,C, nao todas nulas, tais que

c1fr(x) + cofa(x) + ... +cpf(x) = 0 para todo x no intervalo.

Exemplo 3.3: As funcées f;(x) =vVx + 5, fL(x) =vVx +5x, f5(x) =x — 1 e fo(x) = x*
sio LD no intervalo (0, ), pois f, pode ser escrita como uma combinacio linear de fi, f3 e
fa, ouseja, fo(x) = (1) fi(x) + (5)f3(x) + (0)f4(x) para todo x no intervalo (0, 00). Em um

caso especifico, se duas fun¢oes f; (x) e f>(x) sio LD, entio isso significa que uma pode ser

escrita como o produto da outra por uma constante.

Definigao 3.2 Independéncia Linear

Dizemos que um conjunto de funcdes fi (x), f5(x), ..., fn(x) é linearmente independente

(LI) em um intervalo I, se ele nao é LD no intervalo, ou seja se as constantes Cy, Cy, ..., Cp

sio ambas iguais e todas nulas, tais que ¢4 f; (x) + ¢, fo(x) + ... + cpf(x) = 0, para todo

x no intervalo.

Exemplo 3.4: As funcoes f;(x) = e* e f,(x) = e?* sio LI em qualquer intervalo. De fato, se
tivermos as constantes C;e C, tais que ¢1f; (x) + c2fo(x) = 0 e c;e* + c,e?* = 0, podemos
observar que os valores para f; (x) e f5(x) serdo diferentes de zero para qualquer que seja o
valor de x e portanto a unica solugao possivel € a solugao trivial, onde ¢; = ¢; = 0.

A seguir veremos um teorema (Zill e Gullen, 2001, p. 149), que corresponde a um

critério para independéncia linear de fung¢oes:

Teorema 3.2 Critério para Independéncia Linear de Fun¢oes

Suponha que f;(x), f2(x), ..., f(x) sejam diferenciaveis pelo menos n - 1 vezes. Se o

f f R
foR e

f1 (1-1—1) f2 (1:1—1) ﬁ1(n_1)

ponto do intervalo I, entdo as fungdes f; (x), fo(x), ..., f(x) sio Ll em L

determinante for diferente de zero em pelo menos um

O determinante do teorema anterior é denotado por W (f; (x), f5(x), ..., f(x))

e é chamado de o Wronskiano das fun¢des f;(x), f5(x), ..., fn (x). Em seguida apresentamos

a demonstracdao do Teorema 3.2, no caso em que n = 2.
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Demonstragio:

Como n = 2, temos duas func¢des, f1(x) e fo(x). Suponhamos por absurdo que
quando W (f;(x0), f2(x0)) # 0, para um certo valor de X, fixado em algum intervalo I, as
fungdes fi(x) e fo(x) sejam LD nesse intervalo. De fato, se f;(x) e fo(x) sio LD, entio
existem constantes Cje C; ndo ambas nulas, tais que ¢y f;(x) + ¢, f5(x) = 0 para todo x no
intervalo I. Se derivarmos essa combinacio, obteremos ¢, fi (x) + ¢, f; (x) = 0. Com isso,

chegamos a um sistema de equagdes lineares

{C1f1(x) +c,fo(x) =0
cifi ) +coff(x) =0

Como f; e f, sao fungdes LD, logo (3.8) possui uma soluc¢io nio trivial, para cada x

h fo
fi fz
I. O que é um absurdo, pois por hipétese temos W (f; (x), f2(xo)) # 0. Portanto f; e f, sdo

(3.8)

no intervalo. Assim, W(f1 (x0), f> (xo)) =

= 0 para todo x pertencente ao intervalo

funcées LI.

Exemplo 3.5: As funcdes f(x) = e*, fo(x) = xe* e f3(x) = x%e* sio LI em qualquer

intervalo do eixo X, pois o Wronskiano, W(e*, xe*, x%e*) =
e xe* x2%e*

e* xe*+e* x%e* + 2xe* = 2e3* nio se anula em ponto algum.

e* xe*+2e* xZ%e* + 4xe* + 2e*

EDOS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM HOMOGENEAS

Como vimos anteriormente nesse Capitulo, uma EDO linear de segunda ordem
homogénea tem como forma a expressao em (3.6). Uma caracteristica particularmente util da
equacao linear homogénea é o fato de que a soma, ou superposigao, de quaisquer duas ou mais

solugoes de (3.6) é novamente uma solugdo. Esta é a ideia do teorema a seguir (Zill e Gullen,

2001, p. 153):

Teorema 3.3Principio de Superposicao

Sejam Yy, ¥y, ..., Yk solucoes para a EDO linear de #-ésima ordem homogénea (3.6) em um

intervalo I. Entdo, a combinacio linear
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y=c1y1 () + oy, (x) + ... + ¢y (%) (3.9)

em que ¢;, [ = 1,2, ..., k, sio constantes atbitririas, é também uma solu¢io no intervalo.

Demonstragdo: Provaremos esse teorema para o caso em que 1 = kK = 2, isso por estarmos
discutindo as EDOs de segunda ordem. Sejam y; (x) e y,(x) solu¢oes da EDO
az(x)y" + a;(x)y" + ag(x)y = 0. (3.10)
Como n =k = 2, temos y = ¢,y (x) + ¢,y,(x). Derivando essa tltima equacio
duas vezes, teremos

Y =1y () + coy;(x) (3.11)

y" =y (0) + ey (x). (3.12)
Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.10), obteremos
az ()[eryt’ + c2y7 1+ a1 (Dleryy + c2y3] + ag(eyy + 2321 =
cla;()yi" + a; )y + ag(yal + c2la, (0)ys + a1 ()y; + ag(x)y,] =
c1(0) + ¢,(0) =0,
pois y; (%) e ¥, (x) sdo solugdes. Portanto ¥y = ¢;y;(x) + ¢, ¥, (x) é também uma solugio.
Exemplo 3.6: Podemos verificar que y;(x) = cosx e y,(x) = sen x sio duas solugdes da
equagdo homogénea y”' +y = 0. O Teorema 3.3 nos garante que qualquer combinacio linear
destas solugdes, por exemplo, y = 3y, — 2y, = 3€0SX — 2 sen x sera também uma solucao.
Deste modo, podemos concluir que toda solugio de y"' +y = 0 é uma combinagio linear
destas duas solugdes particulares y; € ¥,. Portanto, a solugio geral de y"' +y =0 é y(x) =

c1CosSx + ¢, sen x.

SOLUCOES LINEARMENTE INDEPENDENTES

Nas resolu¢oes das EDOs homogéneas (3.6), queremos solucbes linearmente
independentes. Vimos que o Wronskiano de duas fung¢des LI ¢é diferente de zero. Discutiremos
agora o fato de que se duas fungoes y; e Y, sio solugdes de uma EDO linear de segunda ordem

homogénea, entao o seguinte Teorema ¢ valido (Edwards e Penney, 1993, p. 88):

Teorema 3.4 Wronskiano de Solucées

Suponha que y; e Y, sdo duas solugdes da equacio (3.6) y'' + p(x)y’ + q(x)y =0,

num intervalo aberto I no qual p e ¢ sdo continuas.

a)  Sey, ey, sio LD, entio W(y,,y,) = 0 em I;
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‘ b)  Sey, ey, sio LI entio W(yy,y,) # 0 em cada ponto de L. ‘

Assim, de acordo com o Teorema 3.4, o Wronskiano nao se anula se as solucoes sao
LI Quando temos duas solucdes y; e Y, LI de (3.6), entdo ¥y = ¢1y; (%) + ¢35 (X) sera uma
solucao geral da equagdo (3.6). Esse dltimo resultado ¢ formalizado no Teorema 3.5 (Edwards

e Penney, 1993, p. 88):

Teorema 3.5 Solucoes Gerais

Sejam y; e Y, duas solucdes linearmente independentes da equagio(3.6) y"' + p(x)y' +
q(x)y = 0 com p e q continuas no intervalo aberto I. Se Y é qualquer solucio da equagio

(3.6), entdo existem niimeros ¢y € C, tais que Y = ¢,y (x) + ¢,y,(x) para todo x em I.

O Teorema 3.5 diz que se encontrarmos duas solu¢cdes LI da equacio (3.0), entao,
podemos encontrar todas as suas solugoes.
Demonstragio: Seja a um ponto pertencente ao intervalo I, e considere as seguintes equagoes

simultaneas

{Y(a) = c1y1(a) + c;y,(a) (3.13)

Y'(a) = c1y{(a) + coy5(a)’
O determinante dos coeficientes desse sistema de equagoes lineares nas incognitas ¢y e
C, ¢é simplesmente o Wronskiano W (4, ¥, ) avaliado em 4. Pelo Teorema 3.4, esse determinante
nao é nulo, assim por algebra elementar segue-se que das equagdes do sistema (3.13) podem ser
encontradas as constantes €4 e €. Com estes valores encontrados definimos a solucao
G(x) = c1y1(x) + 2y, (%)
da equacio (3.6). Entao
G(a) = ¢1y1(a) + c;y;(a) =Y (a)

! - ! ! - !
G'(a) = c1yi(@) + ¢;y5(a) = Y'(a).
Portanto, as duas solu¢cdes Y e G tém os mesmos valores iniciais em 4, assim como Y~
e G'. Pela unicidade de uma solu¢ao determinada por tais valores iniciais (Teorema 3.1), segue-

se que Y e G sdo iguais em 1. Vemos entio que

Y(x) = G(x) = ¢y, (x) + ¢, ().

3x

Exemplo 3.7: As duas solucdes y; = e3* e y, = e73* sio ambas da seguinte EDO linear

e3x e—3x

3e3 —3¢-3x| —6%

homogénea de segunda ordem y" — 9y = 0. Como W (y,,y,) =
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0 para todo valor de x no intervalo (—00,0), entdo, a solugdo geral para a EDO dada é y =

cre3* + c,e™3x,

EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM COM COEFICIENTES
CONSTANTES
Discutiremos agora as EDOs lineares homogéneas de segunda ordem do tipo
ay"” + by +c=0. (3.14)
onde os coeficientes a, b e ¢ sio ambos constantes. Nesse caso, o fato surpreendente é que

todas as solugdes para (3.14) sdo funcbes exponenciais ou construidas a partir de fun¢oes

exponenciais (Zill e Gullen, 2001, p. 153).

EQUACAO AUXILIAR

Vamos nos preocupar inicialmente em achar uma unica solu¢ao da equagao (3.14).

Observemos antes disso que

(e™¥) = me™ e (™) = m?e™*, (3.15)
para qualquer valor de m. Assim podemos concluir que qualquer detivada de e™* é um maltiplo
constante de e™*. Portanto, se substituirmos y = €™ em (3.15), cada termo setia um multiplo
constante de e™¥, com os coeficientes constantes dependentes de m e dos coeficientes a, b e
¢, ou seja, m*e™* + bme™* + ce™ =0 ou e™*(am? + bm + ¢).

Isso nos leva a tentar encontrar o valor de m de modo que esses multiplos de e™*
tenham soma igual a zero (para satisfazer a igualdade de (3.14)). Lembrando que e™* # 0 para
valores reais de X, entdo a tnica chance dessa fun¢do exponencial ser uma solu¢ao de (3.14) ¢é
se conseguirmos encontrar o valor de m, de tal forma que ela seja a raiz da equagao quadratica

am? + bm + ¢ = 0. (3.16)

Essa ultima equagao é chamada de equagdo auxiliar ou equagdo caracteristica da
equacao (3.14).

Vamos discutir agora as possibilidades das rafzes da equagio (3.16). Temos que
considerar trés casos (Zill e Gullen, 2001, p. 173): Raizes Reais Distintas; Raizes Reais Iguais;

Raizes Complexas Conjugadas.

Caso 1: Raizes Reais Distintas

Se as duas raizes mye m, da equagao (3.16) sao reais e distintas, entio

y(x) = c;e™* 4 c,e™2* (3.17)

¢ a solucao geral da equagao(3.14).
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Exemplo 3.8: Encontre uma solucio geral de 2y”' — 7y’ + 3y = 0. Resolu¢io: Temos que a
equacio caracteristicada EDO dada é 2m? — 7m + 3 = 0. Ou (2m — 1)(m — 3) = 0. E facil

. ~ o ~ 1 ~ . ..
perceber que as ralzes da cquagao caracteristica sao My = E em, = 3, que sao reais € distintas.

X
Logo teremos a seguinte solugio geral para a EDO dada: y(x) = c,e2 + c,e3*,

Caso 2: Raizes Reais Iguais

Se a equacdo (3.16) tem raizes reais iguais M, = My, entao
y(x) = (c1 + cox)e™* (3.18)
¢ a solucao geral da equacao(3.14).

y'+2y'+y=0 N
lo 3.9: . :
Exemplo 3.9: Resolva o problema de valor inicial { y(0) =5 y'(0)=-3 Resolugao

Observamos primeiro que a equacio caracteristica m? + 2m + 1 = (m + 1) = 0, tem raizes
reais e iguais a my = m, = —1. Portanto a solucio geral da EDO dada serd y(x) =
(c; + c3x)e™™. Se derivarmos sua solucio geral, chegamos em y'(x) = —c,e ™ + c,e™ —
c,xe ™. Assim as condicdes iniciais do PVI, nos fornecem as seguintes equagdes:
y(0) = (c; + c,(0)e @D =¢, =5=¢, =5
y'(0) = —c;e™@ + c,e7 @ — ,(0)e™ @ = —¢; + ¢, =-3=1¢, +¢c, = -3

—-X

o que implica em ¢; = 5 e ¢, = 2. Entdo a solucdo desejada do PVI é y(x) = (5 + 2x)e

Caso 3: Raizes Complexas Conjugadas

Se a equagdo (3.16) tem as raizes My e M, complexas, onde my = a + fi e
m, =a — fi,coma,f € R entio

y(x) = e*™(cycos Bx + cysen Bx) (3.19)

¢ a solucao geral da equagio (3.14).

Exemplo 3.10: Resolva a equacio diferencial ' — 10y’ + 41y = 0. Resolucio: As raizes da
equacio caracterfstica m* —10m +41 =0 sio m =5+ 4i, ou seja, raizes complexas.
Portanto pelo Caso 3, obtemos a seguinte solu¢io geral para a EDO dada: y(x) =

e>*(c,cos 4x + cysen 4x).

EDOS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM NAO-HOMOGENEAS
Vimos que a equagio (3.5) ¥" + p(x)y' + q(x)y = f(x) é dita nio-homogénea
quando f(x) # 0.
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Discutiremos agora a solug¢ao geral de uma EDO linear ndo-homogénea de segunda
ordem. Pelo que ja foi dito, para se resolver uma EDO nio-homogénea primeiro ¢é preciso
resolver a equagao homogénea associada.

E importante destacar que se y;(X) e V,(x) sio solucdes de (3.5), entio
y1(x) — y,(x) também serd uma solucio de (3.6) (Figueiredo, 2002, p. 99).

Logo, se conhecermos uma solugio particular y,, (x)de (3.5), entdo uma solugao geral
de (3.5), serd dada por Y(x) = c1y;(x) + ¢y, (x) + yp(x), onde cie €, sdo constantes
arbitrarias e y; e Y, ¢ um par de solucdes LI de (3.0).

Mas o que seria essa solugdo particular Y, (x)? é qualquer fun¢do que é uma solugio
de (3.5), independente de qualquer parametro. Algumas vezes ¥,(x) é chamada de integral
particular.

Exemplo 3.11: Uma solucio particular para y" + 4y = 12x é y,(x) = 3x, pois ¥," (x) = 0
c0+4y, =0+4(3x) = 12x.

Vejamos o seguinte Teorema (Zill e Gullen, 2001, p. 159) de Solucao de Equacdes

Nao-homogéneas, no caso em que a EDO ¢ de segunda ordem:

Teorema 3.6 Solucio de Equagdes Nao-homogéneas

Sejam y; e y, solucdes para a EDO linear homogénea de segunda ordem (3.6) em um
intervalo I, e seja ¥, qualquer solugdo para a equacio nao-homogénea (3.5) no mesmo
intervalo. Entdo, Y(x) = 1y (x) + ¢y,(x) + y,(x) ¢ também uma solugio para a

equacdo nio-homogenea no intervalo para quaisquer constantes Cie Cs.

A combinagio linear y.(x) = ¢1y1(x) + c3¥2(X) que é a solugio geral da equacio
(3.6), é¢ chamada de fungdo complementar para a equagao (3.5). Podemos dizer de uma forma
mais compacta, que a solu¢ao geral para uma EDO linear ndo-homogénea é
Y =y.(x) + y,(x). (3.20)
Y = funcdo complementar + qualquer solucao particular.
Exemplo 3.12: Encontre a solu¢do geral da EDO linear ndo-homogénea y"' + 4y = 12x.
Resolucdo: Vimos no exemplo anterior que uma solugio particular de y" + 4y = 12x ¢
Y (x) = 3x. Agora, vamos achar a fungio complementar, e para isso vamos considerar a EDO
homogénea associada ¥'' + 4y = 0. Temos que a equacio caracteristica dessa EDO ¢é m? +
4 = 0. Assim, podemos chegar facilmente que as raizes (complexas) da equagdo caracteristica

serdo my = 2i e m, = —2i. Chegamos entio, no Caso 3 de EDOs homogéneas de coeficientes
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constantes, cujo formato da solugio geral é y(x) = e (c,cos Bx + c,sen fx). Comoa = 0
e f =2, a solucio geral da EDO homogénea associada (que é a funcio complementar) é
Ve(x) = cyc0s 2x + cysen 2x. Logo, a solucdo geral da EDO proposta no exercicio sera
y(x) = c,cos 2x + c,sen 2x + 3x.

Nesse caso a funcao particular foi facilmente deduzida. Entretanto em muitas
situagdes, a obtengao da fungao particular y,(X) nao ¢ tao imediata assim.

Veremos adiante dois métodos praticos que sio utilizados para se obter Y, (x). Esses
métodos sao conhecidos como o método dos coeficientes indeterminados ¢ o método da

variacao de parametros.

METODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Como vimos, uma soluc¢do para uma EDO nao-homogénea de segunda ordem (3.5)
tem a forma (3.20). Portanto resolver (3.5) exige dois passos:

1- Achar a fungio complementar Y, (x).

2- Encontrar, seja qual for, uma solugao particular y,(x) da EDO nao-homogénea.

Um dos meios para se encontrar Y,(x) ¢é chamado de Método dos Coeficientes
Indeterminados, que também ¢é chamado de Método dos Coeficientes a Determinar. Entretanto
existem alguns limites para esse método, pois ele sé pode ser aplicado quando a equagio (3.5)
tem seus coeficientes constantes e g(x) se limita apenas em: um polinémio em Xx; uma fungio
exponencial e¥*; um funcio do tipo cos kx ou sen kx; ou também na soma ou produto dessas
funcoes.

Assim g(x) é uma combinagio linear de fungdes do tipo (Zill e Gullen, 2001, p.183)
k (constante),x™, x™e*® cos fx e x"e** sen Bx, em que 7 é um inteiro nio negativo e & e
p sio numeros reais.

Essas fungoes tém a importante caracteristica de que suas derivadas de somas ou
produtos sio somas ou produtos das mesmas fungdes. A grande jogada do método dos
coeficientes indeterminados esta na exploracao das caracteristicas dessas fung¢des, pois como a
combinacio linear das derivadas ay,” + by, + ¢y, tem que ser identicamente igual a g(x),
assim ), tem a mesma forma que g(x).

O método dos coeficientes indeterminados requer uma hipotese inicial sobre a forma
da solu¢ao patticular Y (x), mas com os coeficientes nio especificados. Substituimos, entio, a
expressao hipotética na equagdao (3.5) e tentamos determinar os coeficientes de modo que a

equacdo seja satisfeita. Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma solu¢ao da equacio (3.5)
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e podemos usi-la como a solu¢ao particular de Y (x). Caso contrario, se nio pudermos

determinar os coeficientes, isso significa que nao existe solu¢ao da forma que supusemos. Nesse

caso, temos que modificar a hipdtese inicial e tentar de novo. (Boyce e Diprima, 2001, p.91).
Veremos agora o Teorema 3.7 que nos auxilia na busca da func¢io particular ¥y, (x)

(Zill e Gullen, 2001, p. 161):

Teorema 3.7 Principio de Superposicao — Equacdes nao-homogeéneas

Sejam Yp1, Vp2,--Ypkk solugdes particulares para a EDO linear homogénea de segunda

ordem (3.5) em um intervalo I, correspondendo a £ func¢oes distintas gq,97,....9x qualquer.

d?y
dx?

Isto €, suponha que yy,; seja uma solugao particular para a EDO correspondente a, (x)—+
d . ~
a,(x) ﬁ + ag(x)y = gi(x) em que /= 1,2,....k Entdo, ¥, (x) = y,1 () + yp (x) + ... +

Ypk (%) € uma solucdo particular para a, (x) % + a;(x) Z—z +ay(x)y = g,(x) + g,(x) +

o+ g1 ().

Exemplo 3.13: Resolva
y'—y —2y = 4x2 (3.21)
Resolucio: Temos que a equacdio homogénea associada é y'' —y' — 2y = 0. Como vimos
anteriormente, a solucdo dessa ultima equacao chamada de funcio complementar é y, =
cie™™ + c,e?*. Temos que g(x) = 4x? ¢ um polinémio do segundo grau. Isso nos leva a
tentar o uso do método dos coeficientes indeterminados, e supor que a fungio particular y, (x),
também tem a forma de um polinémio de segundo grau. Entao y, (x) terd a seguinte forma
yp(x) = Ax* + Bx + C. (3.22)
onde A, B e Csio constantes arbitrarias pertencente aos reais.
Assim, ¥, (x) = 2Ax + Bey,' (x) = 2A. Substituindo esses valores na equagio (3.21),
obtemos 24 — (2Ax + B) — 2(Ax? + Bx + C) = 4x?, ou equivalentemente, —24Ax?% +
(=24—-2B)x+ (2A—B —2C) = 4x? + (0)x + 0.  Identificando  os  coeficientes,

chegamos ao seguinte sistema

—24 =4
—2A—2B=0 . (3.23)
24—B—-2C=0

As solugoes de (3.23) sio: A = —2, B = 2, C = —3. Substituindo esses valores em (3.22),

obtemos a seguinte solu¢io particular y, (x) = —2x? + 2x — 3. Como a solucio geral de uma
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EDO de segunda ordem nio-homogénea é dada por y(x) = y.(x) + Yo (x), entdo teremos a

seguinte solucio geral do problema apresentado y(x) = ¢c;e™* + c,e2* — 2x* + 2x — 3.
Observamos que em (3.22) fizemos uma suposi¢ao da forma como a fun¢io particular

se apresentaria. Na Tabela 3 sao apresentadas sugestdes de tentativas coerentes como essa.

Considerando, por garantia, que nenhuma fungio da suposta solucao particular y,, faca parte da

funcao complementar y, (Zill e Gullen, 2001, p. 188).

Tabela 3: Tentativas para Solu¢oes Particulares

g(x) Forma de y,
1. (qualquer constante) A
2. 5x+2 Ax+ B
3. 3x*-2 Ax*+Bx+C
4. x*—-x+1 Ax®+ Bx*+ Cx+ D
5. sendx Acos4x + B sen 4x
0. cos 4x Acos4x + B sen 4x
7. e> Ae5*
8.  (9—2)e5* (Ax + B)e>*
9. x%e% (Ax*+ Bx + C)e*
10. e3*sen 4x Ae3* cos 4x + Be3* sen 4x
11. 5x%sen 4x (Ax* + Bx + C) cos 4x

+ (Dx* + Ex + F) sen 4x

12.  xe3*cos 4x (Ax + B)e3* cos4x + (Cx + D)e3* sen 4x

Exemplo 3.14: Resolva y"" — y' — 2y = sen 2x. Resolucio: Ja vimos no Exemplo 3.13 que
a funcio complementar dessa equagio é Yy, = c;e ™ + c,e*. Temos que g(x) = sen 2x.
Assim, a melhor tentativa para Y, segundo a Tabela 3 é

Yp = Acos2x + B sen 2x. (3.24)
Logo, Yp(x) = —2Asen2x + 2B cos2x e ¥y (x) = —4A cos 2x— 4B sen 2x.

Substituindo esses valores na equagio obtemos —2(A cos2x + B sen 2x) = sen 2x ou

(2B — 6A) sen 2x + (—6A — 2B) cos 2x = (1)sen 2x + (0) cos 2x.

2B—6A=1
C6A—2B =0 Resolvendo o

equivalente

Identificando os coeficientes obtemos o seguinte sistema {
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: 1 3 o

sistema obtetemos 4 = 2 © B = ~ 2 Substituindo esses valores em (3.24) obteremos a
: N . N R 1 3 .

seguinte funcdo particula da EDO nido-homogenea y, = 2 €0s 2x — 2o Sen 2x. Assim, a

solucdo geral da EDO serd y(x) = %cos 2x — % sen2x + cie™* + cye?*.

Veremos agora no Exemplo 3.15, que a forma suposta da solugao particular duplica
uma solucdo da equacdo homogénea associada, ou seja, Y, ird fazer parte da fungio
complementar Y., mas por uma manipulacao algébrica podemos adulterar esse resultado.

Se a forma suposta da solugao duplica uma solugio da equagao homogénea associada,

entdo, devemos modificar a sua hipdtese multiplicando a suposta solu¢ao particular pela variavel
independente x. Em algumas situagdes, essas modificagdes ndo serao suficientes (como
acontecera no proximo exemplo) para remover todas as duplicacdes das solugoes da EDO
homogenea, caso em que é necessario, multiplicar por x uma segunda vez. Para uma EDO de
segunda ordem, nunca é necessario continuar esse processo. (Boyce e Diprima, 2001, p. 93).
Exemplo 3.15: Resolva y” — 6y’ + 9y = 6x*+ 2 — 12e¢3*. Resolucio: Como vimos
anteriormente, a funciao complementar é y, = ¢;e3% + c,xe3*. Analisando as entradas 3 e 7
da tabela, a escolha usual para uma solugio particular seria ¥, = Ax* + Bx 4+ C 4+ De3%,
e pelo principio de superposicao ¥, = Yp1 + Vp2, onde Yp = Ax* +Bx+C ¢ Yp2 = De3*.
Entretanto, inspecionando essas fungoes, vemos que um termo em Y, coincide com um termo
de Y¢. Se multiplicarmos y,, por x, notamos que o termo xe3* ¢ ainda parte de Y. Mas
multiplicando ¥, por xZeliminamos todas as duplicacdes. Logo, a forma eficaz de uma solugao
particular é y, = Ax* 4+ Bx + C + Dx%e3*,

Derivando esta ultima equagdo duas vezes, substituindo esses resultados na EDO e
agrupando os termos, obtemos,

V' = 6y, + 9y, = 94x? + (=12A + 9B)x + 2A — 6B + 9C + 2De**
= 6x%+ 2 — 123~
Segue-se dessa identidade que A = g, B = g, C = g, e D = —6. Portanto, a solucao geral y =

Ve +¥p €y (x) = i3 + cyxe* +§x2 + gx + % — 6x%e3*.

VARIACAO DE PARAMETROS

Veremos agora nesta se¢do outro método para determinar uma solugao particular de
(3.5). Diferente do método dos coeficientes indeterminados o método da variacao de
parametros nao se restringe a apenas algumas fungoes ou combinagdes lineares das mesmas, ele

se aplica a todas as equagdes lineares.
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Consideramos a EDO linear de segunda ordem nio-homogénea (3.5), ou seja, y'' +
p(x)y' +q(x)y = f(x), onde p, q e f sio fungdes continuas dadas. Vamos supor que
conhecemos a funcdo complementar Y, (), que tem a forma y.(x) = ¢;y; (x) + ¢y, (x).

A principal ideia para acharmos uma fun¢io (solugio) particular ¥, (x) de (3.5) ¢
escrevermos ela da mesma forma da funcdo complementar, s6 que transformando os
coeficientes ¢ e ¢; em func¢des Uy (X) e Uy (x) respectivamente, ou seja,

Vp(x) = ug ()1 () + up (x)y, (). (3.25)

O problema agora se resume em encontrar as funcdes Uq(X) e Uy(x). Derivando

(3.25), temos
y'(0) = w3 ()1 (0) + 11 () y1 () + u5 (0 y2 (0) + up (1) 2 (x). (3.26)

Vamos igualar a zero a soma dos termos envolvendo uj (x) e uy(x), ou seja, vamos

supor que
uy (0)y1 (%) + uz(x)y, (x) = 0. (3.27)
Logo a equacio (3.26) se resume a
Vp(x) = uy (x)y1 () + up (x)y, (). (3.28)
Derivando (3.28) obtemos,
Vp (x) = ug () y1 (x) +uy (O)yy (x) + uy () y; (x) + ux (x)y; (). (3.29)

Agora, Substituindo (3.25), (3.28) e (3.29) na equagio (3.5), e ja agrupando os termos
Uy (x) e uy(x) teremos
uy () [y1' () + () y1 () + g(©)y1 ()] + 1, () [y7 () + p(x)y;(x) + q(©)y, ()]
+u (01 (1) + up (0)y;(x) = £ (x).

Observamos que cada uma das expressoes entre colchetes da ultima equagdo ¢é nula,
pois ambas as fungdes y; (x) e y,(x) sio solucdes da EDO homogénea (3.6). Logo, teremos
apenas

uy (0)y1 () + uz (0)yz (x) = f(x). (3.30)
As Equagoes (3.27) e (3.30) formam um sistema de duas equagoes lineares algébricas,

para as derivadas uj (x) e uy(x) das fungdes desconhecidas,

{ u; ()1 () + uz(0)y,(x) =0
u; (1)1 () + uy (), (x) = f(x)

Temos que resolver o sistema para descobrir quem sdo as “incégnitas” ug (x) e ujy (x).

(3.31)

Vamos fazer isso pela regra de Cramer.

Seja A a matriz dos coeficientes de (3.31), assim
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yi(x) ¥, (x)
y1(x)  yz(x)
0 y2(x) _
fx) yi(x)

y1(x) f(x). Entio, pela regra de Cramer teremos as respectivas solugdes

detA = = y1(0)y2(x) — y2 (x)y1 (). (3.32)

y1(x) 0

Logo, detA4; = NG FOo =

=y (0)f(x) e detd; =

det Aq
detA’

det Ay
detAd’

ui(x) = uy(x) = (3.33)

Observamos que det 4 = W(y1 (x),y, (x)), ou seja, det A é o wronskiano de y; (x)
e ¥, (x). Notamos ainda que a divisio por W é permitida, pois como y; (x) e y, (x) sdo solugdes
da EDO homogénea (3.6) entao elas sao LI, e segue que o wronskiano nao se anula. Podemos

reescrever (3.33) como sendo,

Ve v (OF0) e n(0f@)
u (x) = W) 2 () = W (31 (0).2(0)) (3-34)
Integrando (3.34) encontraremos as funcdes desejadas uq (x) e u, (x)
u (x) = — f—ysz(x) dx + ¢, uy(x) = f—yl(x)f(x) dx + c,. (3.35)

W (1 (). y2 (X)) W (1 (). y2(x))
Finalmente, substituindo (3.35) em (3.25), obtemos uma solu¢ao particular para (3.5).

Vejamos agora esse resultado enunciado como um teorema (Boyce e Diprima, 2001, p.98).

Teorema 3.8

Se as funcdes P, q e f sido continuas em um intervalo aberto I e se as funcoes Y, (x) e y,(x)
sao solugdes linearmente independentes da EDO homogénea (3.6) associada a EDO nio-

homogénea (3.5), entdo uma solugio particular da equagio (3.5) é

_ Y2 (%) f(x) y1(x)f (%)
Y0 = =300 J ey X+ v (0 ey 4 (3-36)

e sua solucao geral é

y(x) = c1y1(x) + 5, (x) + v, (x). (3.37)

Exemplo 3.16: Resolva y"' —2y' +y = e;. Resolucido: Notemos que a equacio homogénea
associada da EDO nio-linear ¢ y"' — 2y’ + y = 0, cuja solugdo geral é y.(x) = c,e* + c,xe*.

Agora, para obtermos uma solugio particular y,(x) da EDO, ndo podemos usar o

X
método dos coeficientes, pois = nao ¢ continua em x = 0, assim temos que usar o método da

variacio de parametros, discutido nessa se¢io. Sendo u; (X) e u(x) os pardmetros variaveis

teremos,
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Vp = ug(x)e* + uy(x)xe*. (3.38)
Lembrando que y;(x) = e* e y,(x) = xe* ¢ f(x) = ex—x. Decorre de (3.27) e de

(3.30) o seguinte sistema

ui(x)e* + uj(x)xe* =0
{ui(x)ex + uy(x)(e* + xe¥) = % (3:39)

Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer obtemos,
ui(x) =-1leuy(x) = i (3.40)

Integrando as duas equagdes de (3.40) em ambos os lados da equagao e resolvendo-as,
obtemos os seguintes valores para Uy (x) e Up(x): Uy (x) = fui(x) dx = [ —1dx = —x =
U (x) = —x euy(x) = [up(x) dx = fi dx = In(x) = u,(x) = In(x).

Substituindo os valores encontrados dos parametros varidaveis U;(x) e U,(x) em
(3.38), vem y, = —xe* + In(x)xe*. Assim, teremos a seguinte solugao geral da EDO dada:

Y=Yty
= c,e* + cy,xe*—xe* + In(x) xe*
=c,e* + (c; — 1xe* + In(x) xe*
= c,e* + c3xe* + In(x) xe”,

com (CZ - 1) = C3.

APLICACOES DE EDOS NA MODELAGEM DE CIRCUITOS ELETRICOS
Veremos nesse capitulo aplicagoes de EDOs em alguns circuitos elétricos. Antes de
entrarmos na aplica¢ao propriamente dita, veremos alguns conceitos, e elementos de eletricidade

para nos auxiliar no nosso estudo de aplicagio.

ELEMENTOS DE UM CIRCUITO

Um circuito elétrico é um modelo matematico que se comporta aproximadamente
como um sistema elétrico real (Nilsson e Susan, 2008, p. 3).

A ideia principal de um circuito é ter cargas em movimento que podem constituir um
caminho fechado. Um caminho fechado para uma carga em movimento se chama circuito.

Resolver um circuito é calcular as correntes nele. No nosso estudo analisaremos
circuitos no qual suas correntes variam com o tempo.

Em um circuito elétrico podem existir alguns elementos que possuem caracteristicas e
fungoes proprias para o mesmo. Vejamos na tabela abaixo, as grandezas envolvidas nos circuitos

do nosso estudo, com algumas informagdes importantes:

113



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

Tabela 4. Elementos de Eletricidade.

Grandeza Simbolo Unidade

f.e.m. (forca eletromotriz) — },,7 volt (V)

Indutancia %m; henry (H)

Capacitancia —{ }7 farad (F)

Resistencia — N — ohm (Q)
Corrente ampere (A)
Carga coulomb (C)

FORCA ELETROMOTRIZ

Uma forga eletromotriz (f.e.m.) é qualquer dispositivo que aumenta a energia potencial
das cargas que circulam no circuito (Serway e Jewett, 1996, p.121).

De uma maneira bem intuitiva a f.e.m. indica a energia fornecida (pela bateria ou
gerador) aos elétrons.

Vejamos agora a defini¢ao de Forca Eletromotriz:

Definigao 4.1 Forca Eletromotriz

A forga eletromotriz € de uma fonte (geradores, baterias e etc.) é o trabalho 4, ou seja, a
energia recebida, por unidade de carga dg, que a fonte realiza para transferir cargas do
terminal de baixo potencial para o terminal de alto potencial. Definimos a f.e.m. da fonte

através desse trabalho:

aw
e=" (4.1)

Antes de definirmos os outros elementos dos circuitos precisamos destacar algumas
observacoes referente a f.e.m..

Se tratando de uma fonte real, quando um elétron esta inserido na fonte, ele recebe
certa quantidade de energia. Entretanto uma pequena fragao de energia é dissipada dentro da
propria fonte. Assim quando o elétron sai da fonte, sua energia é menor do que a energia
recebida. A energia real, na qual o elétron sai e esta sujeito, ¢ chamada de Diferenca de Potencial
(d.d.p).

A defini¢ao da d.d.p. é praticamente a mesma que a Defini¢ao 4.1. O que muda
¢ que a f.e.m. nos indica a energia que o elétron recebeu, enquanto que a d.d.p. nos indica qual

a energia com que 0 Mesmo saiu.
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Nesse estudo vamos considerar uma fonte ideal, isto é, uma fonte na qual a energia do
elétron nao se dissipa na propria fonte, mas sim nos outros elementos do circuito do nosso
estudo (resistores, capacitores e indutores).

Para produzir uma corrente estavel precisamos de uma “bomba” de cargas, um
dispositivo que, realizando trabalho sobre os portadores de carga, mantenha uma
diferenca de potencial entre dois terminais. Um dispositivo desse tipo ¢ chamado de

fonte de tensio, ou simplesmente fonte. Dizemos que uma fonte de tensio produz

uma forga eletromotriz &, o que significa que submetemos os portadores de carga a
uma diferenca de potencial (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 167).

CORRENTE ELETRICA

A f.e.m. é responsavel por gerar a corrente elétrica no circuito. A corrente elétrica é o
movimento ordenado das particulas com cargas elétricas.

Sio inumeros os efeitos da corrente elétrica, por exemplo, nas instalagdes elétricas
prediais e residenciais, tendo uma corrente elétrica, a lampada se acende e se aquece com certa
intensidade. Outro exemplo esta ligado a um fené6meno natural, o raio ¢ uma corrente elétrica
que pode existir entre nuvens ou entre nuvens e o solo.

Por convencio, o sentido da corrente em circuitos elétricos é oposto a0 movimento
dos elétrons. A seta da corrente ¢ desenhada no sentido em que portadores de carga positivos

se moveriam, mesmo que os portadores sejam negativos e se movam no sentido oposto

(Halliday, Resnick e Walker,2009, p. 142).

Definigao 4.2 Corrente Elétrica

Se uma carga dg passa para um plano hipotético em um intervalo de tempo 4# a corrente [

nesse plano é definida como

;= da
i=<L (4.2)

RESISTENCIA

Podemos observar que quando ligamos certos fios condutores a uma mesma fonte,
normalmente é de se esperar uma diferenca de correntes nesses fios condutores. A ideia da
resisténcia esta ligada a dificuldade que a corrente apresenta em sua passagem pelo condutor.
Um condutor cuja fung¢do em um circuito é oferecer certo tipo de resisténcia é chamado de
resistor.

Vejamos a defini¢ao a seguir sobre Resisténcia (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p.
147):

‘Definigio 4.3 Resisténcia
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Medimos a resisténcia entre dois pontos de um condutor aplicando uma d.d.p. V (V = ¢)

entre esses pontos e medindo a corrente I resultante. A resisténcia R é dada por

R=% (4.3)

CAPACITANCIA

O capacitor ¢ um dispositivo que ¢ usado para armazenar energia elétrica. Duas placas
isoladas entre si, uma tera uma carga +Q e outra —Q), e ambas terdo o mesmo valor absoluto.
Esse ¢ a caracteristica basica de qualquer capacitor.

Sao os capacitores, por exemplo, que armazenam a energia para se ter o flash com o
brilho intenso de uma camara fotografica, pois, por si so, as baterias (pilhas) nao tém energia
suficiente para serem usadas diretamente, devido ao fato de que a mesma, s6 oferecer energia
a0s poucos.

A quantidade de carga que um capacitor consegue armazenar ¢ chamada de
capacitancia. A capacitancia ¢ uma medida da quantidade de carga que precisa ser acumulada
nas placas para produzir uma d.d.p. entre elas.

Vejamos a defini¢ao a seguir sobre Capacitancia (Tipler e Mosca, 2009, p.109):

Definigao 4.4 Capacitancia

A razdo da carga g pela ddp. V (V = ¢) entre os dois condutores ¢ denominada de

capacitancia do capacitor:

C = % (4.4)

INDUTANCIA

A indutancia é um parametro do circuito utilizado para descrever o indutor.

O indutor é um elemento do circuito sujeito a uma d.d.p. que pode ser utilizado para
produzir um campo magnético desejado e armazenar energia nele. O indutor é representado

graficamente por uma espiral (fio enrolado).

Um indutor ¢ um componente elétrico que se opde a qualquer alteragdo na corrente
clétrica. B composto de um condutor espiral, enrolado em um nicleo de suporte cujo
material pode ser magnético ou ndo-magnético. O comportamento dos indutores é
baseado nos fenémenos associados a campos magnéticos. A fonte do campo
magnético sdo cargas em movimento, ou corrente elétrica. Se a corrente variar com
o tempo, o campo magnético variara com o tempo. Um campo magnético que varia
com o tempo induz uma tensio em qualquer condutor imerso no campo. O
pardmetro indutincia relaciona a tensdo induzida com a corrente (Nilsson e Susan,

2008, p. 131).
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Se a corrente que atravessa o indutor varia, logo o fluxo magnético no nucleo das
espiras também ira variar, e pela lei de Faraday ocorrera uma f.e.m. induzida €, no indutor. Isso

se chama auto-inducio, e a f.e.m. induzida &, recebe o nome de f.e.m. auto-induzida.

Definigao 4.5 Indutancia

A indutancia L de um indutor ¢ uma constante relacionada com ad.d.p.V (V =€) e coma

taxa de variacao da intensidade da corrente elétrica em relagao ao tempo:

L, = L—. (45)

LEIS KIRCHHOFF
Existem duas leis classicas de Kirchhoff (Halliday, Resnick e Walker,2009, p. 170,176):

Lei das tensoes (Regra das malhas)

A soma algébrica das diferencas de potencial em uma malha fechada ¢ zero.

Lei das correntes (Regra dos nos)

A soma algébrica das intensidades de corrente elétrica que chegam em um né de um circuito
elétrico ¢ igual a soma algébrica das intensidades de corrente elétrica que saem do mesmo né

neste circuito elétrico.

No restante desse capitulo apresentamos a modelagem de alguns circuitos elétricos em
série, utilizando EDOs. Estes estudos foram baseados nas referéncias Halliday, Resnick e

Walker (2009), Nilsson e Susan (2008), Serway e Jewett (1996) e Tipler e Mosca (2009).

CIRCUITOS RCEM SERIE

Consideramos um circuito em série com uma f.e.m. € uma resisténcia R, uma
capacitancia C e uma chave §. Na Figura 4.1 a chave § esta aberta, ou seja, o circuito nio esta
fechado, o que resulta na auséncia da corrente elétrica 7 Entretanto quando a chave ¢ ligada no
ponto 4, o capacitor C comega a ser carregado através do resistor R, pela corrente 2 Depois que
o capacitor esta totalmente carregado, a chave § é deslocada para o ponto &, descarregando

assim o capacitor.
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Figura 4.1. Circuito RC aberto.

Analisaremos matematicamente o circuito RC quanto ao carregamento do capacitor e
seu descarregamento, modelando suas EDOs na variavel tempo, onde nos preocuparemos com

o interesse de sabermos o valor da carga e da corrente no instante #

CARREGANDO UM CAPACITOR
Admitiremos que o capacitor esteja inicialmente descarregado.
Se a chave for fechada para o ponto « (Figura 4.2) no instante t = 0, a carga comega

a fluir, e se estabelece uma corrente no circuito, dando inicio ao carregamento do capacitor.

4.\0‘5.

|

Figura 4.2. Circuito RC fechado em a.

Observamos que, durante esse processo de carregamento, as cargas nao passam através
do capacitor, pois o espago entre as placas constitui uma interrupg¢ao no circuito. O que acontece
na verdade ¢ a transferéncia de cargas de uma para outra placa através do resistor, da chave e da
bateria, até que o capacitor adquira a plena carga. O valor da carga maxima depende da f.e.m.
da bateria. Uma vez atingida esta carga maxima, a corrente no circuito é nula.

A fim de fazer uma discussdo quantitativa, vamos aplicar a regra das malhas de

Kirchhoff, ao circuito depois de a chave ter sido fechada. Isto nos da

e—iR—-7=0, (4.6)

118



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

onde /R é a queda de potencial no resistor, e q/C a queda de potencial no capacitor. Observe
que ¢ e 7 sdo valores instantaneos da carga e da corrente, respectivamente, durante 0 processo
de carga do capacitor.

Podemos usar a equacio (4.6) para achar a corrente inicial no circuito e a carga maxima
no capacitor. Em ¢ = 0 quando a chave ¢ fechada, a carga do capacitor ¢ zero, e pela equacio
(4.1), vemos que a corrente inicial no circuito iy é no maximo e igual a

ip = % (correnteem t = 0). 4.7

No instante em que a chave § ¢ fechada a queda de potencial ocorre inteiramente no
resistor. Depois, quando o capacitor estiver com a sua carga maxima (J, cessa 0 movimento das
cargas, a corrente no circuito ¢ nula, e a queda de potencial ocorre inteiramente no capacitor. A
substituicao de i = 0 na equacio (4.6) nos dara a seguinte expressao para O:

Q = C¢ (carga maxima). 4.8)
ou seja, a equacao (4.8) indica que essa carga é a carga de saturacao do capacitor.

A fim de determinar a expressao analitica da dependéncia temporal da carga e da
corrente, devemos resolver a equacio (4.6), uma equagdo com duas variaveis com g e 7 Para

efetuar esta resolugao, vamos derivar a equagao (4.1) em relagao ao tempo

Alein— D=L yso_pB_lda_,
( ;)

RE+L=o. (4.9)
Essa tltima expressao ¢ uma EDO de primeira ordem, a qual se encaixa na classe de

variaveis separaveis da sec¢ao 2.2.1 do Capitulo 2. Logo podemos reescrevé-la como sendo

di 1
T =——dt. (4.10)

4

Basta agora resolvermos essa equagao para acharmos a corrente em fung¢ao do tempo,

tendo como o seguinte PVI:

di 1
T TR (4.11)
1(0) = io.
Uma vez que R e C'sdo constantes, (4.10) pode ser integrada em ambos os lados. Assim
di 1
T R f dt
. t
In(i) = — RC +k

onde £ ¢ a constante de integracio. Aplicando a exponencial em ambos os lados dessa ultima

expressao, teremos
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eln(i) — e(—t/RC)+k
i = e t/RCok,

como e¥ é uma constante, podemos troci-la por outra constante generalizada qualquer.
Tomando w = e¥, e substituindo-o na tltima expressio, obtemos a seguinte solucio geral de
(4.9):

i = we™t/RC, 4.12)
Aplicando o PVI em (4.12), i = we /R¢ = ) = we® = i; = w, teremos a seguinte solucio
particular de (4.9)

i = ije t/RC, (4.13)

Substituindo (4.7) em (4.13) chegamos na seguinte expressao para a corrente do

circuito no instante t:

i(t) = —et/RC. (4.14)

Fazendo uma analise temporal da equagao (4.14):

. Quandot=0:>i=§;

¢ Quandot —> o0 =i — 0.
Isso demonstra a caracteristica de um capacitor em um circuito elétrico. Quando t =
0 ¢ como se o capacitor ndo existisse, ou seja, ¢ como se ele fosse apenas um fio. Entretanto,
quando t — ©0 é como se o capacitor fosse uma “chave aberta” para o circuito, interrompendo

assim a cotrente elétrica.
dq

Vamos achar agora a carga no capacitor em func¢io do tempo. Substituindo i(t) = p”

na equagao (4.14), temos a seguinte EDO separavel:

dq £ _
U=Ze t/RC. (4.15)

Podemos reescrever (4.15) da mesma forma que a modelagem anterior. Separando as
variaveis g e # obtemos,

dq = —e /R dt (4.16)

que esta sujeita ao seguinte PVI:

dq = Ze t/RC gt
R 4.17)

q(0) = 0.

Integrando (4.16) em ambos os lados da equagdo teremos

£
qu = fﬁe‘t/RC dt.
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Para integrarmos o segundo membro desta expressao, usamos a relagdo bem

: _ 1 _ :
conhecida [ e~ dx = —=e~** com isso

£
qu = fﬁe‘t/“ dt

&
q= —RCEe_t/RC + k.

De onde chegamos, na seguinte solucao geral de (4.15)
q=—Cee t/RC + k (4.18)
onde £ ¢ a constante de integracio.
Aplicando o PVI em (4.18)
0=—Cee VRC + k
0=—-Ce+k
Ce = k. (4.19)
Substituindo (4.19) em (4.18) obtemos a seguinte solucao particular de (4.15):
q = —Cee™t/RC 4+ C¢
q = Ce(1 — e t/RC) (4.20)
Substituindo (4.8) em (4.20) teremos a seguinte expressao para o carregamento do

capacitor no instante t:

q(t) = Q(1 — e7t/R¢), (4.21)
Podemos fazer uma andlise temporal da equagio (4.21), confirmando
matematicamente o que foi dito anteriormente sobre a carga do capacitor:
e Quandot=0=>q=0;
¢ Quandot —o0=qg—(Q
O produto RC que aparece nas Equagoes (4.14) e (4.21) tem dimensido de tempo e
recebe um nome especial. Tal produto é chamado de constante de tempo capacitiva, que cuja

representacao ¢ a letra grega T (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 183):

T = RC. (4.22)

Notemos que se substituirmos no instante t = T = RC na equagao (4.14), obtemos
& RC & &
i(t)=—-e RC=—e1=0,37-.
© R R R

Isso significa que no instante T (a primeira constante de tempo) a corrente decaiu 37%
do seu valor (Figura 4.3). Do mesmo modo, se substituirmos no instante £ = 7 = RC na

equacio (4.21) obtemos: q(t) = Q(1 — e~ RO/RC) = (1 —e~1) = 0,63Q
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Isso significa que no instante 7 (a primeira constante de tempo) a carga do capacitor

aumentou de 0 a 63% do seu valor final (Figura 4.4).

iA

fo

0,371,

!

T t

Figura 4.3. Corrente no circuito durante o carregamento do capacitor.

0,63Q

-
-_—

T t

Figura 4.4. Carga do capacitor durante o carregamento do capacitor.

Podemos reescrever a equagdo (4.4) como sendo
q=CV (4.23)
t
e substituindo (4.23) em (4.20) CV(t) = Ce (1 — e 7%¢) ou V(¢) = &(1 — e™*/C), obtemos a
seguinte expressao para a d.d.p. entre as placas do capacitor durante o processo de carregamento
V.(t) = e(1 — e7t/RC), (4.24)
Fazendo a analise temporal da equagao (4.24):
e Quandot=0=>1V,=0

e Quandot — o=V, — &

DESCARREGANDO UM CAPACITOR
Vamos considerar agora que o capacitor da Figura 4.2 esteja totalmente carregado. Com

isso, a carga inicial do capacitor € a sua carga maxima @y, onde na placa superior temos a carga
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+Qy ¢ na placa inferior temos — Q. Como vimos anteriormente, o valor inicial da d.d.p. Vy do
capacitor se iguala com a da f.e.m. € do circuito.

Supondo que em um novo tempo t = 0 a chave 5 da Figura 4.2, seja deslocada do ponto
a para o ponto b, iniciando assim, o processo de descarga do capacitor através da resisténcia R.

Vejamos isso na figura abaixo

— 5
YWWA
= R .
b i
] bl +J,
€ e
'Qn

Figura 4.5. Circuito RC fechado em b.

Vamos agora achar primeiro a expressao temporal da carga, para depois acharmos a
corrente. Aplicando a regra das malhas de Kirchhoff ao circuito depois de a chave ter sido

fechada, teremos

. q _

IR + s = 0. (4.25)
Lembrando que a f.e.m. € agora ¢é nula, pois ela ndo esta mais no circuito e por isso igualamos

essa ultima a zero.

Substituindo (4.2) em (4.5) obtemos a seguinte EDO:

R +1=0. (4.26)
A equagao (4.26) é¢ uma EDO de primeira ordem de variaveis separaveis. Separando
suas variaveis, teremos
dq dt
¢~ RC
Como ja vimos anteriormente, a solu¢ao geral de (4.26) sera
q = e t/RCek,
Basta agora acharmos a solu¢ao particular de (4.26) para definirmos a expressio
quantitativa da carga em func¢ao do tempo. O PVI, durante o descarregamento do capacitor é:
{R H4d_
at ¢

4.27
q(0) = Q. 420
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Resolvendo (4.27), achamos a seguinte expressao para a carga em fun¢ao do tempo,

referente ao descarregamento do capacitor no circuito:

q(t) = Qpe~"/RC. (4.28)
Lembrando que, Qo = CV, € a carga inicial e maxima do capacitor.
Fazendo a analise temporal da equagio (4.28):
e Quandot=0=q = (Q,
e Quandot — 00 =g — 0.

Para acharmos a expressao para a corrente, basta derivarmos (4.28) em relagao ao

d d - 1.
tempo, desse modo teremos % = (Qoe t/RC). Notemos que, o lado esquerdo dessa dltima
¢ a corrente 7 Logo substituindo i(t) = d—z, e derivando o lado direito, chegaremos na seguinte

Q

expressio: i(t) = —ﬁe“t/ RC. O sinal negativo representa a ideia da direcio oposta da

corrente, em relagdo ao carregamento do capacitor.

Na analise posterior que faremos da equagao (4.29), notaremos que a corrente inicial
do circuito é iy = g—g. Assim, teremos a seguinte expressao para a corrente no instante # durante
a descarga do capacitor:

i(t) = —ige Y/RC, (4.29)

Fazendo a analise temporal da equagao (4.29):

¢ Quandot=0=1i= —g—g (corrente inicial)
e Quandot — o0 =i —0.
Podemos observar que a carga no capacitor (Figura 4.6) governada pela equagao (4.28)

e da corrente (Figura 4.7) governada pela equagao (4.29), decrescem exponencialmente a uma

taxa caracterizada pela constante tempo T = RC. Vejamos abaixo esses graficos:

>

T t

Figura 4.6. Carga do capacitor durante o descarregamento do capacitor.
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o

0,371,

>

T t

Figura 4.7. Corrente no circuito durante o descarregamento do capacitor.

CIRCUITOS RLEM SERIE
Consideramos um circuito em série com uma forca eletromotriz €, um resistor de
resisténcia K, um indutor com uma indutancia . e uma chave S. Na figura 4.7 a chave § esta

aberta, ou seja, o circuito nao esta fechado, o que resulta na auséncia da corrente elétrica i.

Figura 4.7. Circuito RL aberto.

Quando a chave § ¢ deslocada para o ponto « (Figura 4.8), com a presenca do indutor,
uma f.e.m. & = L di/dt auto-induzida aparece no circuito, cuja polaridade é oposta a f.e.m. da
fonte €. Nessa situagao, e de acordo com a lei de Lenz, €], vai se opuser ao aumento da corrente
no circuito. Assim a corrente / fica no meio desse jogo entre a d.d.p. da fonte e a da induzida.

Com o passar do tempo a d.d.p. £, diminui, aumentando assim a corrente 7 através do
resistor R, chegando 2 expressio maxima &/R.

Se removermos bruscamente a fonte € do circuito da Figura 4.8, deslocando a chave §
pata a posicao b (Figura 4.10), depois que a corrente ja esta no seu valor maximo, a cotrente ira
diminuir, mas nao instantaneamente. Desse modo a corrente no resistor cai para zero
gradativamente.

Generalizando, inicialmente o indutor se opde a qualquer variagdo da corrente que o

atravessa. Apos um tempo suficientemente longo ele se comporta como um fio comum
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(Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 281). Depois que retiramos bruscamente a f.e.m. do
circuito, a corrente tenderd a zero com o passar do tempo.

Vamos determinar agora a expressao analitica da dependéncia temporal da corrente no
circuito R, quando a chave § da Figura 4.7 é deslocada para o ponto a. Vejamos a figura

abaixo:

Figura 4.8. Circuito RL fechado em a.

Aplicando a regra das malhas de Kirchhoff, depois de a chave ter sido fechada teremos
a seguinte EDO ja remanejada:
di ,
LZ +Ri =« (4.30)
A equacio (4.30) ¢ uma EDO linear de primeira ordem. Podemos resolvé-la da mesma

maneira como foi apresentada na seccao 2.2.4. Colocando-a na forma (2.34) obtemos

di R .
L= (4.31)

~m

O fator integrante u(t) de (4.31) sera u(t) = eR/L. Multiplicando (4.31) pelo fator

integrante obtemos,

otR/L (ﬂ n Bl> — ptR/L (i)

dt L L
et.R/Lﬂ_l_ et.R/LEi — ptr/LE
dt L L
Como sabemos essa dltima expressao resulta em
d . £
” (etR/Li) = etR/L - (4.32)

Integrando (4.32) em ambos os membros da equagio e isolando 7 obtemos

d £
—(etR/IL)) dt = f tR/LZ gt

fdt (e 1) e I
etR/Lj = ;f etR/L dt

etR/L} — %et.R/L +k
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Chegamos entdo na solugao geral de (4.30)

i(t) =~ + ke tR/L. (4.33)
Resolvendo o PVI dado, cuja condicio inicial ¢ {(0) = 0, obteremos
&
k = -z (4.34)

Substituindo (4.34) em (4.33) teremos a expressao para a corrente no circuito instante

i —&(1 _ ,—tR/L
it)=-(1-e ). (4.35)
Fazendo a analise temporal da equagao (4.35):
e Quandot =0 = i = 0 (corrente inicial)
. Quandot—>00=>i—>%.

A constante de tempo T para o circuito RL é dada por

L
r=1% (4.36)

e, ¢ chamada de constante de tempo indutiva (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 282).
Da mesma maneira como discutimos no circuito RC, T tem dimensao de tempo. Se
substituirmos (4.36) em (4.35) obtemos

L & LR &
i(_> _£ (1 _ e—§~z> = =(1-e) = 0,63

€
R R '

R
Logo, a constante de tempo T no circuito RL ¢ o tempo necessario que a corrente 7

precisa para atingir 63% do seu valor final €/R.

Graficamente temos a curva caracteristica da corrente no circuito da Figura 4.8:

|

T t

Figura 4.9. Corrente no circuito RLL com a fonte &.
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Vamos supor agora que depois de a corrente ter atingido seu valor maximo (Figura
4.8), a chave seja deslocada da posicio a para a posicao b (Figura 4.10). Isso vai fazer com que
a f.e.m. seja “desconectada” no circuito.

Para que nio haja uma varia¢do brusca da cotrente é preciso que a ligacio no ponto b
seja feita antes de a ligacio no ponto a seja interrompida; uma chave capaz de realizar essa

opera¢ao ¢ chamada de mwake-before-breack (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 283).

Figura 4.10. Circuito RL fechado em b.

Nesse novo momento do circuito, a corrente decresce, mas nao instantaneamente e
sim exponencialmente.
Segundo a regra das malhas de Kirchhoff, a expressio analitica da dependéncia

temporal do decrescimento da corrente no circuito sera:
di ,
La + Ri = 0. (4.37)
Reparamos que (4.37) é quase igual a (4.30) o que muda ¢ que neste caso € = 0. A

equacgdo (4.37) ¢ uma EDO de primeira ordem com variaveis separaveis. Separando suas

variaveis obtemos
S=-2at. (4.39)

Integrando (4.38) em ambos os membros da equagio e resolvendo-a, obtemos

fdi _f R dt
i L

R
In(i)=——t+k
n(i) L +
em(i) :e—%tﬂc

R
. —Zt+k
i=eL

i(t) = we I, (4.39)

No caso trocamos e¥ por w.
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Logo, (4.39) ¢ a solugao geral de (4.38). Podemos achar agora a solugao particular de
(4.38). As condicdes iniciais sdo i(0) = %, que ¢é a corrente inicial iy desse novo momento do
circuito. Desse modo, pelo PVI apresentado, temos
& .
—=w =l (4.40)
Substituindo (4.40) em (4.39) obtemos a expressdao para a diminui¢cao da corrente no

circuito da Figura 4.10 no instante t:

i(t) = ige tR/L, (4.41)
Fazendo a analise temporal da equagao (4.41):
e Quandot =0 =i =iy (corrente inicial)
¢ Quandot — o0 =i —0.

Graficamente temos a curva caracteristica da corrente no circuito da Figura 4.10:

&/R

0,37¢/R | .
5 >
T t

Figura 4.11. Corrente no circuito RL sem a fonte &€.
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CIRCUITOS LCEM SERIE
Vamos analisar agora a combinag¢ao de dois elementos em um circuito: capacitor e o

indutor (Figura 4.12)

+Qo
i o
-0,

Figura 4.12. Circuito L.C aberto.

Nesse circuito a carga, a corrente ¢ a d.d.p. ndo crescem ou decrescem
exponencialmente com o tempo. O que acontece sao oscilagdes senoidais com um periodo T e
uma frequéncia angular w.

As oscilagbes que ocorrem no campo elétrico do capacitor e no campo magnético do
indutor sao chamadas de oscilagdes eletromagnéticas (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p.
305).

Vamos considerar que o capacitor da Figura 4.12 esteja totalmente carregado com uma
carga inicial Q. Se fecharmos a chave S (Figura 4.13), uma corrente 7 passara pelo indutor que

o qual ird comegar a armazenar uma energia.

[ ]
L ]

+Qo
L i
-O

Figura 4.13. Circuito L.C fechado.

Vamos definir agora as energias que sao armazenadas no capacitor e no indutor

(Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 305).

Definigiao 4.6 Energia armazenada em um capacitor em qualquer instante

A energia armazenada no campo elétrico de um capacitor com capacitancia C e com uma

determinada carga ¢ num certo instante ¢ dada por

Ug =L (4.42)
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Definigao 4.7 Energia armazenada em um indutor em qualquer instante

A energia armazenada no campo magnético em um indutor com indutancia I e com uma

determinada corrente 7 num certo instante é dada por

Ug = = (4.43)

A energia U total armazenada em qualquer instante em um circuito L.C oscilante ¢ a
energia total no capacitor mais a energia total no indutor em certo instante:

U=Ug+ Ug. (4.44)

2
Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.44) obtemos U = 71 + E Derivando essa ultima

au _ d (Li® 2 di d
em relagao ao tempo teremos — ( +2 ) =0=Li—+17
dt ~ dt 2C dat

Como i = % essa ultima equacao fica
0= Ll— —L (4.45)

Dividindo (4.45) por 7/ em ambos os lados, chegamos em Lz—i + % = 0. Lembrando

di d%q Ll - .
que - =5, podemos reescrever essa ultima equagao, como sendo a seguinte EDO de segunda

ordem homogénea que descreve o circuito LC:
L—+-i=0. (4.406)
Como vimos no Capitulo 3, essa ultima equagdao é uma EDO linear e homogénea com

coeficientes constantes. A equagao auxiliar de (4.46) é
mﬁ+%=0. (4.47)
Resolvendo (4.47), teremos as seguintes raizes complexas conjugadas
my = i/VLC
m, = —i/VLC.
Assim, a solugao geral de (4.46) se encaixa no Caso 3 da segdo 3.3.2. Logo a solugao
geral de (4.46) é

q(t) = cicos——=t + c,sen —t. (4.48)

7z =

1 , a g .
Chamando w = ——, que ¢é a freqiéncia angular das oscilagdes no circuito L.C, e

VLC’

substituindo-a em (4.48), obtemos a seguinte expressao

q(t) = cycos wt + c,sen wt. (4.49)
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Vamos achar agora a soluc¢do particular. Para isso analisamos o PVI do circuito. As

condi¢des inicias sao:

q(0) = Qo
) 4.50
{q (0) =0. %20
Derivando (4.49) em relacdo ao tempo, teremos:
d d
d_(tl =7 (cicos wt + csenwt)
% = —c,w sen wt + c,w cos wt. (4.51)

Substituindo q(0) = Q, em (4.49) temos
Qo = c,cos w. (0) + cysen w. (0)
0 =¢;(1) + c,(0)
¢1 = Qo. (4.52)
Substituindo agora (4.52) € q'(0) = 0 em (4.51) temos
0 =—(Qy)w sen w(0) + c,w cos w(0)
0=cw
¢, =0. (4.53)
Obteremos assim, a seguinte expressao para a carga no oscilador LC:

q(t) = Qycos wt. (4.54)

A equagio (4.54) nos mostra que Qg ¢ a amplitude da carga (Figura 4.14).
q A

o

Figura 4.14. Carga no circuito LC.

Notemos que a equacao (4.51) na verdade é a solugao geral da corrente no circuito no
instante % Substituindo entdo (4.52) e (4.53) em (4.51) obteremos a seguinte expressao para a

corrente no circuito
i(t) = —wQysen wt. (4.55)

A equagio (4.55) nos mostra que wQq ¢ a amplitude da corrente no circuito (Figura

4.15).
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Figura 4.15. Corrente no circuito I.C.
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CIRCUITOS RLCEM SERIE — OSCILACOES AMORTECIDAS
Um circuito que tem um capacitor, um resistor ¢ um indutor, ¢ chamado de czreuito

RI.C. Vamos analisar o circuito do tipo da Figura 4.16.

W

R

Figura 4.16. Circuito RLLC amortecido.

Se tivéssemos uma f.e.m. introduzida no circuito da Figura 4.16, as oscilages seriam
ditas como forcadas. (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 315).

Nesse caso, a carga no circuito ira oscilar entre o capacitor e o indutor como vimos
nos circuitos LLC. Entretanto certa quantidade de energia é dissipada no resistor, o que resultara
progressivamente na diminui¢ao das oscilaces. Logo a energia total do circuito nao é constante,
pois diminui com o tempo. O que nos leva a concluir que as oscilacdes da carga, da corrente e
da d.d.p. diminuem continuamente de amplitude, dizendo assim que as oscilagdes nesse circuito
A0 amortecidas.

Aplicando a regra das malhas de Kirchhoff no circuito da Figura 4.16, teremos

di .1
LE+RL+ECI:0' (4-56)
Diferenciando (4.56) uma vez em relagao ao tempo 7 Teremos
d?i di | 1dq _

. d . . .
Como [ = d_(Z’ obtemos a seguinte EDO de segunda ordem que descreve o Circuito RLC

amorttecido:

azi di | 1. _
LF-I_Ra-I_El_O' (458)
Teremos trés possibilidades para a solugio geral de (4.58). Cada uma dessas

possibilidades depende do valor do discriminante da equagao auxiliar da mesma abaixo
Lm?+ Rm += = 0. (4.59)
As raizes my , de (4.59) em funcao dos elementos do circuito serio:

2L

1O

my, =

134



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e Aplicagdes

ou
R R\? 1
m,=—2t (&) -=. (4.60)
Chamando
w? = % e 6= ziL’

podemos reescrever a equagao (4.60) como sendo

ml‘z = _6 i V62 - (UZ. (461)

A resposta da corrente nesse circuito tera trés casos distintos (Nilsson e Riedel, 2008,

p. 215): Superamortecida; Subamortecida; Criticamente amortecida.

Caso 1: Superamortecida (w? < §2)
Nesse caso teremos duas raizes distintas negativas e reais mq e m,. Portanto, conforme

vimos no Capitulo 3, na sec¢ao 3.3.2, a solucao geral de (4.58), nesse caso sera:

i(t) = c,e™?t + ce™2t, (4.62)

onde ¢ye ¢, sdo constantes arbitrarias. Vejamos o comportamento de (4.62) na Figura 4.17:

Figura 4.17. Corrente superamortecida.
Podemos notar que a corrente aumenta e depois tende para zero conforme o tempo

aumenta.

Caso 2: Subamortecida (w? > §2)
Nesse caso teremos duas rafzes complexas conjugadas: my; = =8 + wgi em, = 6§ +

wg4i, onde wy = Vw? — §2.
Portanto, conforme vimos no Capitulo 3, na sec¢ao 3.3.2, a solucdo geral de (4.58),

nesse caso sera:
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i(t) = et (c,cos wyt + c5en wyt). (4.63)

Vejamos o comportamento de (4.63) na Figura 4.18:

Figura 4.18. Corrente subamortecida.

Podemos notar que a corrente oscila e diminui fortemente tendendo para zero

conforme o tempo aumenta.

Coso 3: Criticamente amortecida(w? = §2)
Nesse caso teremos apenas uma raiz real . Essa tnica raiz tera a seguinte expressao:

R —
2L

Portanto, conforme vimos no Capitulo 3, na sec¢do 3.3.2, a solucao geral de (4.58)

m= =6.

nesse caso sera:

i(t) = (cq + cpx)e™%, (4.64)
sendo ¢ e C,, constantes arbitrarias.

Vejamos o comportamento de (4.62) na Figura 4.19:
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/

Figura 4.19. Corrente criticamente amortecida.

O comportamento da corrente nesse caso ¢ semelhante com a do primeiro caso.
Entretanto nesse caso, a cotrrente tem um aumento mais significante e demora um pouco mais
para ser dissipada.

Assim, vimos como alguns circuitos elétricos simples sao modelados por meio de
equacles diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordem. Podendo, com base nas EDOs

usadas, estudar o comportamento de alguns componentes desses circuitos.

CONSIDERACOES FINAIS
Neste trabalho de conclusao de curso, com o objetivo de estudar a modelagem de

circuitos elétricos, foram estudadas equagoes diferenciais ordinarias de primeira e segunda
ordem. Foram estudados métodos de resolucao de EDOs e suas caracteristicas. Possibilitando
assim a boa compreensao da modelagem dos circuitos elétricos estudados.

Podemos notar a importancia das equagdes diferenciais como ferramentas para
resolugdes de diversos problemas envolvendo fenémenos fisicos, dentre esses estao os circuitos
elétricos, objeto do nosso estudo de aplicagao.

Notemos ainda que ao modelarmos os circuitos elétricos apontados, precisivamos
primeiramente entender como que se comportava o fenomeno fisico. As modelagens foram
construidas em de acordo com a regra das malhas de Kirchhoff, que serviu de alicerce para as
mesmas.

Por isso, entender como um fenémeno fisico se comporta e identificar as variaveis
relevantes, é fundamental para a modelagem usando as EDOs.

O toque de classe da ciéncia é a previsibilidade das coisas através da matematica. A
previsio que fizemos para saber qual o valor da corrente em um determinado instante, s6 é mais

um dos inimeros exemplos de modelos matematicos usando as EDOs.
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As equagodes diferenciais sendo ordinarias ou nao, sao bons exemplos das interacoes
entre a matematica e as outras ciéncias e continuam tendo ainda varias aplicagdes por serem
descobertas, pois sempre havera um fenomeno fisico cujo comportamento depende de taxas de

variacoes.
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