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Apresentagao

As principais vertentes no estudo das ciéncias da matematica sao: historia da
matematica, aspectos relativos ao ensino e aprendizagem da disciplina, o estudo da
matematica por si mesma, denominada de matematica pura e também as aplica¢oes das
teorias matematicas.

Neste livto sio apresentadas discussOes sobres questdes relativas a histéria da
matematica, a educagao e aplicagoes.

No primeiro topico, os autores elaboram um texto que resgata a historia do primeiro
matematico brasileiro a obter o doutoramento, destacando suas principais contribui¢des.

No segundo tépico, é apresentada uma pesquisa sobre o ensino/aprendizagem da
disciplina de matematica financeira no nivel superior, empregando a metodologia de ensino
e avaliagao Team Based 1 earning.

Mesclando os tépicos de aplicagao e educagao, temos um trabalho sobre as funcoes
e equagOes exponenciais e logaritmicas, tratando um pouco sobre seu desenvolvimento e
importancia histéricos e sua utilizagao até os dias atuais.

Por dltimo, relativo ao tépico de aplicacao, duas pesquisas ilustram diferentes teorias
matematicas, concernentes a analise de dados e equagbes diferenciais, exibindo suas
aplicagoes na analise de sinais de voz e estudo de circuitos elétricos, respectivamente.

Assim sendo, este livro trilha apenas uns pouquissimos caminhos construidos pela
matematica. Pretendemos que esta obra seja ampliada para que esta disciplina tao essencial
para o desenvolvimento da ciéncia possa ser melhor compreendida em suas mais diferentes
abordagens.

Bruno Rodrigues de Oliveira
Alan Mario Zuffo
Jorge Gonzalez Aguilera
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Capitulo 5

Equacdes Diferenciais Ordinarias na Aplicagio de

Circuitos Elétricos

Fabricio Ely Gossler!”

INTRODUCAO

Este trabalho foi publicado primeiramente como um Trabalho de Conclusio de Curso
no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul
(UEMS), Unidade de Cassilandia, sob orientagao do professor Dr. Marco aparecido Queiroz
Duarte. Dada sua caracteristica estilo livro texto, achei por bem publica-lo como capitulo de
livto também, para que os conhecimentos aqui apresentados sejam mais amplamente
divulgados.

As equagbes diferenciais surgiram no século XVII com os avancos do Calculo
Diferencial e Integral, pelas obras de Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716), onde
puderam ser notados inimeros modelos matematicos. A principal motivacao para os estudos
das equag¢oes diferenciais, veio dos problemas de modelagem dos fenémenos da Mecanica
Classica, como por exemplo, o movimento dos planetas (Bassanezi e Ferreira, 1988).

Depois do problema da modelagem ser resolvida através de uma equagao diferencial,
surgia entdo o problema de resolug¢do da mesma. Alguns desses problemas foram estudados e
resolvidos por Leonhard Euler (1707-1783), alguns membros da familia Bernouli (1654-1705)
e muitos outros (Bassanezi e Ferreira, 1988).

Durante os estudos das solu¢oes de equagdes diferenciais surge um matematico que iria
fortalecer ainda mais essa teoria. Seu nome era Augustin Louis Cauchy (1789-1857), e ele
demonstrou a existéncia de solu¢des para uma grande parte das equagdes diferenciais, que foram
apresentadas em muitos modelos (Bassanezi e Ferreira, 1988).

A modelagem que trabalha com as variaveis essenciais se comporta aproximadamente
como o problema real estudado. Um modelo bem elaborado que simula um determinado
fenémeno fisico podera chegar muito préximo da solugdo real. Um circuito elétrico, por

exemplo, ¢ um modelo matematico que se comporta aproximadamente como um sistema

elétrico real (Nilsson e Riedel, 2009).

! Rua Clevelandia 1924, Sibipiruna. Chapadio do Sul-MS.
*Autor de Cortespondéncia: fabticioely08@gmail.com
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Com a invencao da bateria, por Alessandro Volta (1745-1827), foi possivel se obter um
fluxo continuo de corrente. Desse modo surgiram os primeiros circuitos elétricos nos quais se
usava uma bateria e eletrodos imersos em um recipiente cheio de agua. O fluxo da corrente pela
agua produzia hidrogénio e oxigénio (Soclof, 2014).

A primeira grande aplicagao dos circuitos elétricos foi a de iluminagao. Logo apos a
invencao da lampada incandescente por Thomas Edison (1847-193), procurava-se um sistema
completo de geracao e distribuicao de energia (Soclof, 2014).

O principal objetivo desse trabalho é a modelagem de especificos circuitos elétricos,
usando equacOes diferenciais ordinarias. Assim, abordaremos primeiro a teoria das equagdes
diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordem, com exemplos de resolugdes usando os
possiveis métodos. Finalmente, abordaremos e definiremos algumas questdes de eletricidade

para usarmos na modelagem de circuitos elétricos.

TERMINOLOGIA E DEFINICOES BASICAS

As equagdes diferenciais sao de extrema importancia para o ramo da matematica, elas
modelam os mais variados tipos de fendmenos encontrados na natureza. Abrangem certas
quantidades que variam com o tempo, ou seja, as equagdes diferenciais estao diretamente ligadas
a taxas de variacio.

Enfatizando, “As equagdes diferenciais tém ampla aplicag¢ao na resolucao de problemas
complexos sobre movimento, crescimento, vibragoes, eletricidade e magnetismo, aerodinamica,
termodinamica, hidrodinamica, energia nuclear e todo tipo de fenomeno fisico que envolva
taxas de variacdo de quantidades variaveis” (Swokowski, 1994, p. 637).

O curso de Calculo Diferencial e Integral ¢ um dos pré-requisitos basicos que se precisa
ter para poder resolver equagoes diferenciais. Na resolucio de uma equagao diferencial é
indispensavel entender o conceito de derivada e dominar certas técnicas de integragao
(integragdo por substituicdo, partes e fragdes parciais). Pois do Calculo Diferencial e Integral,

temos que uma fun¢do y = f(x), tem como sua derivada
dy ,
PG

. ’ ~ 2 ~
cujo o resultado, serd uma funcio de x. Como por exemplo, se y = e* ", entio

dy 2 dy
— = 2xe* ou — = 2xy.
dx dx y
E importante perceber que o estudo das equagées diferenciais nao ¢ voltado para derivar
fungoes, isso é muito bem feito nos cursos de Calculo Diferencial e Integral. O estudo das

equagoes diferenciais esta voltado para a resolugdo de equagdes diferenciais, ou seja, dada certa
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- . dy . .
equagdo como a do exemplo anterior —— = 2XxY, precisamos encontrar de alguma maneira, uma
dx

(funcio) solucio y = f(x) que satisfaca tal equagio.

Vejamos a seguir a Defini¢ao 1.1 sobre equagao diferencial (Zill e Gullen, 2001, p. 2).

Definigao 1.1 Equaciao Diferencial

Uma equagao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais variaveis independentes, ¢ chamada de equagao

diferencial (ED).

Complementando, “Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do
mundo fisico sdo proposi¢oes, ou relagoes, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas
acontecem. Expressas em linguagem matematica, as relagdes sdo equagdes e as taxas sao
derivadas. Equacdes contendo derivadas sido equagdes diferenciais” (Boyce e Diprima, 2001, p.
D).

Exemplo 1.1 — Sao EDs:

dy
— 421ty =t
ar T

d’y _dy
= 7 113y =2
7= 7+ 13y =20

3 Ju . au_
xay Yax =

(y—x)dx+4xdy =0

3u

y'+y=0
y'=2y'+y=0
ay 2 =
s Ty = 0.
CLASSIFICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
Como ¢ de se esperar, as EDs se distinguem uma das outras, assim como as equagdes

algébricas de primeiro grau se diferenciam das de segundo grau. Precisamente, as EDs sao

classificadas de acordo com trés caracteristicas: quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.

CLASSIFICACAO PELO TIPO
Com relagio ao tipo, existem duas classificacdes para as EDs, uma é a equagao

diferencial ordinaria (EDO) e a outra ¢ a equacao diferencial parcial (EDP).
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E importante sabermos a quantidade de variaveis de certa ED. “Uma das classificacdes
mais obvias é baseada em descobrir se a fun¢ao desconhecida depende de uma tnica variavel
independente ou de diversas variaveis independentes.” (Boyce e Diprima, 2001, p. 10)

Se uma equacgao diferencial contém somente derivadas ordinarias de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacao a uma unica variavel independente, ela ¢ chamada de equacio
diferencial ordinaria (EDO) (Zill e Gullen, 2001, p. 2).

Exemplo 1.2 — Sio EDOs:

dy
Ty =
a7

(5y —3x)dx + 5xdy =0
du dv_9
dx dx x
a’y dy _
255 -3Z+2y=0.

“Uma equagao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes
de duas ou mais variaveis independentes é chamada de equagao diferencial parcial (EDP)” (Zill
e Gullen, 2001, p. 2).

Exemplo 1.3 — Sio EDPs:

dw 0s
ay dx
Ju Ju
3xE+ ZyE =u
=BG

CLASSIFICACAO PELA ORDEM

Quando temos um polindmio e queremos determinar o seu grau, basta olharmos o
maior expoente a que a variavel desse polindmio esta elevado, ou seja, o grau é o maior nimero
ao qual a variavel esta elevada. No caso das EDs, para determinarmos sua ordem, o processo é
parecido. “A ordem da derivada de maior ordem em uma equagao diferencial é, por definicdo,

a sua ordem” (Zill e Gullen, 2001, p. 2).

Exemplo 1.4

A Cqua(;ﬁ.o Derivada de segunda Derivada de
primeira ordem

79



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e AplicagGes

¢ uma EDO de segunda ordem (ou de ordem dois).

Como a equagio diferencial (y — x)dx + xdy = 0 pode ser escrita na forma xz—z +

y = x, dividindo-se pela diferencial dx, trata-se entdo de uma EDO de primeira ordem. A

4
equagao - a— + E = 0 é uma EDP de quarta ordem.

Nesse texto limitamos o nosso estudo apenas em aplicagdes das EDOs. Por isso,
omitiremos as EDPs. Ndo omitimos aqui as EDPs porque nao existem aplicagcdes para elas,
muito pelo contrario, elas sao extremamente importantes em diversas aplicagoes.

Uma EDO geral de #-ésima ordem ¢ frequentemente representada simbolicamente por

dy aryy (1.1
P3G ) = 0

CLASSIFICACAO COMO LINEAR E NAO-LINEAR
Uma EDO ¢ chamada de linear quando pode ser escrita na forma

dn dn-1 1.2
an(x) y+an 1(x)d n}1/+ +a1(x) +a0(x)y g(x). -2

Observe que as EDOs lineares sao caracterizadas por duas propriedades: I) O grau da variavel
dependente y e de todas as suas derivadas é igual a 1, isto ¢é, a poténcia de cada termo envolvendo
y ¢ 1. II) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Uma equagao que nao ¢ linear é chamada de nao-linear (Zill e Gullen, 2001, p. 4).

y zdy
dx3

As equagoes xdy +ydx =0, y" —2y' +y =0, x3 +3x +5y—

e*, sio EDOs lineares de primeira, segunda e terceira ordem, respectivamente.

Por outro lado,

coeficiente poténcia # 1
depende de y
n ! d3y
yy"' =2y =x e o3 +y2=0,

sao EDOs nao-lineares de segunda e terceira ordem, respectivamente.

A teoria matematica ¢ os métodos para resolver equagdes lineares estio bastante
desenvolvidos. Em contraste, a teoria para equagdes nio-lineares ¢ mais complicada
e os métodos de resolugio sio menos satisfatorios. Em vista disso, é auspicioso que
muitos problemas significativos levam a equages diferenciais ordinarias lineares ou
podem ser aproximados por equagdes lineares [...] Esse processo de aproximar uma
equagdo nio-linear por uma linear é chamado de linearizacio e ¢ extremamente util
para tratar equagGes nao-lineares (Boyce e Diprima, 2001, p. 11).
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SOLUCOES
Vejamos a seguir a Defini¢dao 1.2 sobre solu¢des para uma EDO (Zill e Gullen, 2001, p.4):

Definigao 1.2 Solucao para uma EDO

Qualquer funcio fdefinida em algum intervalo I, que, quando substituida na EDO reduz

a equagao a uma identidade, ¢ chamada de solucio para a equagao no intervalo dado.

Podemos reescrever essa definicao da seguinte maneira: Uma solugao para uma EDO,
F(x, v,y .., y™)=0, (1.3)

¢ uma funcio f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equagio (1.3), isto é,

F(x, fG), f' (%), o, fW () = 0, (14)
para todo X em algum intervalo I definido.

[...] Muitas vezes nio ¢ tdo facil encontrar solu¢des de equacdes diferenciais. No
entanto, se vocé encontrar uma funcdo que pode ser soluc¢io de uma equacio
diferencial dada, ¢ muito facil, em geral, verificar se a funcdo ¢ de fato solugo: basta
substitui-la na equacio. [..] E claro que isso ndo ¢ um modo satisfatério de resolver
a maioria das equac¢des diferenciais, jao que existe um numero grande demais de
funcoes possiveis para que se tenha alguma chance de encontrar a funcdo correta
aleatoriamente. De qualquer modo, é importante compreender que ¢ possivel
verificar se qualquer solucio proposta esta correta substituindo-a na equacio
diferencial. Para um problema de alguma importancia, essa pode ser uma verificacio
util e deve ser transformada em habito (Boyce e Diprima, 2001, p. 11).

Exemplo 1.5: A funcio y = e* é uma solucio para a EDO y = y' no intervalo
(—00, ). De fato, se escrevermos a EDO dada como y — y' = 0, esubstituirmos y = e* e

y' = e* implicaremos na identidade, pois e* — e* = 0, para todo x no intervalo dado.

SOLUCOES EXPLICITAS E IMPLICITAS

As solugoes das EDOs podem ser apresentadas de duas formas, explicitas ou implicitas.

ay  ay

ot ""dx_”) = 0 que pode ser escrita na forma y =

“Uma solu¢do para uma EDO F (x, y,
f(x), é chamada de soluc¢ao explicita.” (Zill e Gullen, 2001, p. 6).
Exemplo 1.6: A EDO Z—z = 2x + 1 tem como solucio explicita y = x? + x.

“Dizemos que uma relagio G (x,y) = 0 é uma solugdo implicita de uma EDO em um

intervalo 1, se ela define uma ou mais solugées explicitas em I”” (ZILL, 2001, p. 6).
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Exemplo 1.7: A EDO Z_Z = —% tem como solucio implicita x2 + y* — 49 = 0, no
2 2
intervalo de —7 < x < 7. De fato, pois pela derivacao implicita temos dfix ) + dg; ) _ dg:g) =
v @v__x
0€2X+2ydx =0 ou =y

NUMERO DE SOLUCOES
No que se diz respeito ao nimero exato de solu¢oes de uma EDO, podemos dizer que
ela possui um numero infinito (uma familia de solugdes), unico ou nenhuma solugao.
Exemplo 1.8: A funcio y = ¢;Sin2x + ¢, COS2X em que C; eCps30 constantes
arbitrarias, ¢ uma solucio de y" + 4y = 0. De fato, diferenciando y, obtemos y' =
2c, €c0S 2x — 2¢,sin 2x e y"' = —4c; sin 2x — 4c, cos 2x. Logo,
y" + 4y = (—4c, sin 2x — 4c, cos 2x) + 4(c, sin 2x + ¢, cos 2x)
= (—4c; + 4cy) sin 2x + (—4c, + 4c,) cos 2x
= (0) sin 2x + (0) cos 2x
=0.
Assim a fungao Yy = ¢4 Sin 2x + ¢, cos 2x satistaz a EDO, para quaisquer valores das

constantes €, € Cy. Portanto a EDO y"' 4+ 4y = 0 possui infinitas solugdes.

4
Exemplo 1.9: A seguinte EDO (Z—z) + y2 = 0 possui uma unica solucdo, que é y =

2 4
Z;:) + 7y* = =23 nio possui solucio. Observamos que

Exemplo 1.10: A EDO (

nesta EDO, o primeiro membro ¢ uma soma de poténcias pares, enquanto o segundo membro
¢ negativo. Como nenhuma solu¢io (funcio) y(x) satisfaz tal equacio, a EDO dada nio tem

solucio.

SOLUCAO PARTICULAR E SOLUCAO GERAL
Uma solugao particular de uma EDO ¢é qualquer solu¢ao da mesma. A solu¢io geral da
EDO ¢ o conjunto de todas as suas solugdes.

Uma solugdo para uma equagdo diferencial que nido depende de parametros
arbitrarios é chamada de solugdo particular. Uma maneira de obter uma solu¢io
particular é escolher valores especificos para o(s) parametro(s) na familia de solugdes.
[..] Se toda solugdo patra F(x, v,y ...y(")) = Ono intervalo Ipode ser obtida de
G(x,y,¢; ...Cp) = 0 por uma escolha apropriada dos ¢;, @ = 1,2, ..., n, dizemos que
a familia a »-parametros é uma solugdo geral, ou completa, para a equacio
diferencial (Zill ¢ Gullen, 2001, p. 9-10).
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Exemplo 1.11: A funcio y = ce* é uma solugdo geral da EDO y' =y, pois y = ce*
¢ uma familia a um parimetro de solu¢oes para a mesma. Para ¢ = 0,—2 ¢ 5, obtemos as

solucoes particulares y = 0, y = —2e” e 5e*, respectivamente.

PROBLEMAS DE VALOR INICIAL E VALORES DE CONTORNO

Um problema de valor inicial caracteriza-se pelas condi¢coes subsidiarias (informagoes
extras) se referindo a um unico ponto da variavel independente. Estas condi¢oes sao chamadas
de condi¢bes iniciais. Em problemas de valores de contorno, as condi¢Oes subsidiarias se
referem a mais de um ponto da variavel independente. Neste caso, as condi¢des subsidiarias sao
chamadas de condi¢des de contorno.

Exemplo 1.12: O problema y" + 2y’ = e*; y(n) = 1, y"(m) = 2 é um problema de
valor inicial, pois as duas condi¢des subsidiarias y(m) = 1 e y"' () = 2 sdo dadas no mesmo
ponto.

Exemplo 1.13: O problema y" + 2y’ = e*; y(3) = 2, ¥"'(5) = 4 ¢ um problema de
valor de contorno, pois as duas condicdes subsidiarias y(3) = 2 e ¥"(5) = 4 sio dadas em

diferentes pontos.

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

As EDOs de primeira ordem sao da forma

F(x,y,y") =0. (2.1)
Podemos escrever a equacio (2.1) de outra forma
dy 2.2)

- = x’ )
i ACED
ou ainda, podemos escrever a equagao(2.2) na forma diferencial

flx,y)dx —dy =0, (2.3)

PROBLEMA DE VALOR INICIAL (PVI)
Suponhamos que tivéssemos que resolver uma EDO de primeira ordem na forma (2.2)
sujeita 2 uma condigio inicial y(xy) = Yo, em que Xy é um ntimero no intervalo I e Yo é um

numero real arbitrario. Entdo temos o seguinte problema:
Resolva: 2 = fx,y)
dx
Sujeito a: y(xg) = Yo
Esse problema é chamado de problema de valor inicial. “Em termos geométricos,
estamos procurando uma solucio para a equagdo diferencial, definida em algum intervalo I tal
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que o grafico da solucio passe por um ponto (Xg, Yo) determinado a priori” (Zill e Gullen, 2001,
p.39).

Exemplo 2.1: Vimos no Exemplo 1.11 do Capitulo 1, que ¥ = ce* é uma familia a um
pardmetro de solugdes paray’ = y no intervalo (—00, 00). Se especificarmos, digamos y(0) =
3, entdo substituindo x = 0 e y = 3 na famflia, obteremos 3 = ce® = ¢. Logo a funcio y =
3e* é uma solugio para o PVI y' =y, ¥(0) = 3. Se tivéssemos pedido uma solugio de y' =

1 ,
, € dai,

y que passe pelo ponto (1,3) em vez de (0,3), entdo y(1) = 3 iria nos dar ¢ = 3e~
y = 3e* 1,

Existem duas questoes fundamentais, que surgem quando estamos considerando um
PVI (Zill e Gullen, 2001, p.40): Existe uma solugao para o problema? Ou seja, A EDO
dy / dx = f(x,y) possui uma solucio cujo grafico passa pelo ponto (xq, ¥o)? Se essa solugio

existe, ela é tnica? No exemplo 2.2 mostraremos que a resposta a segunda questao ¢é: algumas

vezes Nao.

4
Exemplo 2.2: Podemos verificar que cada uma das fungées y =0 ey = 916—6 satisfaz a

equacio diferencial e a condi¢do inicial no problema 3_3; =xy'/2,  y(0) = 0.

Quando estamos interessados em resolver uma EDO de primeira ordem, é comum
analisarmos antes se existe uma solu¢ao para ela, e se, caso exista, ela sera unica. Charles Emile
Picard (1856—-1941) enunciou um teorema que nos ajuda a responder essas questoes. Vejamos
a seguir o Teorema 2.1 (Zill e Gullen, 2001, p. 40) que nos garante a existéncia e a unicidade de
solucdes, e logo em seguida a sua demonstragao.

Teorema 2.1 Existéncia de uma Unica Solucio

Seja R uma regido retangular no plano xy definida por a <x < b, ¢ <y < d, que
contém o ponto (Xg, Vo) em seu interior. Se f(x,y) e df /0y sdo continuas em R, entio existe
um intervalo I centrado em X e uma tnica fun¢io y(x) definida em I que satisfaz o problema
de valor inicial (PVI).

Demonstragio (SANTOS, 2010):

Primeiro provaremos a existéncia da solu¢ao e depois sua unicidade.

1. Existéncia:

Definindo a sequéncia de fungbes y,(t) por Yo(x) =y, yn(x) =y, +

x S, Vn—1(8))ds, paran = 1,2,3 ... Como f(x,y) ¢é continua no retingulo R, existe uma
Xo Yn-1 p y g

constante positiva f8 tal que |f (x, )| < B, para (x,y) € R. Assim, |y, (x) — yo| < Blx — xol,
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pataa < x < b. Como 0f/ dy é continua no retingulo R, existe uma constante positiva « tal
que |f(x,y) = f(x,2)| <aly—z|paraa <x < b,c <y, z<d.
Assim, [y,(x) =y, (x)] < f; |f($; J’1($)) —f(SlJ’o(S))l ds < “f; ly1(s) —

| —xo| [x— x0|

Yol ds < a,Bf Is —xolds = af Listo ¢, |y, (x) — v, ()| < af ——— Do mesmo

modo, |y3(x) = (I < [ |f(5,72(5)) = f (5,51 ()| ds < a [, |y2(s) = ysl ds <

|x—x0|3

a?f [ 222 ds = a?p B, ou seja, Iys () = yo ()| < a?p B,

Ix x0|
n-1)! ’

() = Ynoa 1 < L 1f(5,901()) = f(5, 92D ds <[y lyna(s) ~

Suponhamos por inducio que |y, (x) — Y1 (%) < a™ 2B entio

x [s—xo|™™ 1 p lx=20|™ . ,
n-2 0 — ,n—1 0
yn_zldS < afx()a 'Bn—l)' =a 'BT' 1sto ¢,

— %" 2.4
[y (x) = Y1 ()| < @™ 1ﬁﬂ (2.4)

Estas desigualdades sdo validas para a < a’ < x < b’ < b em que a’ e b’ sio tais que
c < yp(x) <dsemprequea’ <x < b'.

Segue de (2.4) que

0o o0 (x - )n
D ) = s (@I < Y a0
n=1 n=1 '
que ¢ convergente. Como
n
() =0+ ) 00 = Yies ()
k=1

entdo, Y, (x) é convergente. Seja

y(x) = lim y, (x).

Como
(b — a)*
¥ () = 3 ()] < Z @) = yiea (O] < B 2 2
k=n+1 k=n+1 '
assim, passando ao limite quando m tende a infinito obtemos que
(b - a)"
Y0 = 7 (Ol < B Z o 25)

k=n+1

Logo, dado um € > 0, para n suficientemente grande, |y(x) — y,,(x)| < €/3, para

a' < x < b'. Daf segue-se que y(x) é continua, pois dado um € > 0, para s suficientemente
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proximo de x, temos que |y(x)—y,(s)| < €/3 e para n suficientemente grande e
ly(x) = yn ()] < €/3 e |y(s) = yn(s)| < €/3 o que implica que
[y(x) = yu ()] < ly(x) =y (O] < |y(s) = y()] <e.

Além disso, paraa’ < x < b’, temos que

lim [ fGn0ds = | G limyn(snds = | fGys0ds

pois por (2.5) temos que

ff(s,yn(S))ds—j f(s,y(s))ds Sf £ (5, 9u(8)) = f(s,7(s))| ds

<a j 1Y (s) — y(s)] ds

[ee]

b — a)*
< aB(x — xo) Z ak‘l%
k=n+1 '
que tende para zero quando n tende para infinito. Portanto
y(x) = lim y,(x)
X
=yo+ lim [ F(5.91()ds
Xo
X
=yo+ | £ Jim v i (s
Xo
X
= Yo + f f(s,y(s)) ds,
Xo
ou seja,
N (b — a)* (2:5)
Y@ - @I <p ) @kt
k=n+1 '
X
y(x) =y, + f f(s.y(s)) ds. (2.6)
Xo

Derivando a equacio (2.6) em relagio a X, podemos notar que y(x) é a solugio do
problema de valor inicial.

Unicidade
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Supondo que y(x) e z(x) sejam solucdes do PVI. Seja u(x) = f;‘o|y(s) —z(s)| ds.
Assim, como  y() = [[ y'(s)ds = [[ flsy(s)ds, 200 = [ 7' (s)ds =
_@f@J@D&m%

u'(x) = |y(s) — z(s)l
<[ -z6las

[ 1Gv) = £l ) as

X
<a | Iy -2
X0
= au(x)
ou seja, u'(x) < au(x). Subtraindo au(x) e multiplicando por e~ obtemos

dd—x (e™™u(x)) <0, com u(xy) = 0. Isto implica que e "**u(x) = 0, lembrando que u(x) =

0 e portanto que u(x) = 0, para todo x. Assim y(x) = z(x), para todo x.

O resultado anterior ¢ um dos mais populares teoremas de existéncia e unicidade para
equacdes diferenciais de primeira ordem, porque os critérios de continuidade de
f(x,y) e 0f /0y sio relativamente ficeis de ser verificados. Em geral, nio é possivel
determinar um intervalo especifico I no qual uma solugéo esta definida sem realmente
resolver uma equacio diferencial. (Zill e Gullen, 2001, p. 41).

[] Se vocé encontrar um problema de valor inicial durante a investigagdo de um
problema fisico, vocé pode querer saber se ele tem solucdo antes de gastar um bocado
de tempo e esforco para resolvé-lo. Além disso, se conseguir encontrar uma solucio,
vocé pode estar interessado em saber se deve continuar a procurar outras solucoes
possiveis ou se pode ter certeza de que ndo existem outras solucoes. (Boyce e
Diprima, 2001, p. 35).

Exemplo 2.3: Vimos que no Exemplo 2.2 que a equagido diferencial Z—z = xy1/2 possui pelo

. , - (7]
menos duas solugdes cujos graficos passam por (0,0). As funcdes f(x,y) = xy/? e é =
2;—1/2 sao continuas no semi-plano superior definido por y > 0. Concluimos do Teorema 2.1

que, dado um ponto qualquer (x¢, ¥o) com yo > 0 (por exemplo(0,1)), existe algum intervalo

em torno de Xy no qual a equagio diferencial dada possui uma tnica solugcao y(x), tal que

y(x0) = yo.

CLASSIFICACAO DAS EDOS DE PRIMEIRA ORDEM
Uma EDO assume a seguinte forma se a funcio f for independente da varidvel

dependente y:
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@ _
Y o f ). )
Assim, a equagao (2.7) tera uma solugao por integracao direta, ou seja, basta integrar

ambos os lados da equagao
[Zdx = [ f(x)dx. 2.8)

dy . . . - - . . L.
Como f; dx = y (pois a integral e a derivada sdo operacdes inversas, isto ¢, integrar

a derivada de uma funcio resulta na prépria funcio) e F(x) é a anti-derivada de f(x), teremos
a seguinte solucio de (2.7):
y=F()+c. (2.9)

A constante ¢ surgiu por causa da integragao. Observamos que a equagio (2.9) é uma
solugdo geral da EDO dada. Podemos escolher qualquer valor de ¢ para ser uma solugao da
equacdo. Suponhamos que tivéssemos as seguintes condi¢Oes iniciais para o PVI:

y(x0) = Yo (2.10)
S6 precisamos substituir as condi¢oes iniciais de (2.10) em (2.9) para obtermos: Yo =

F(xy) + ¢ = ¢ = yy — F(xy). Assim achando um valor fixo para ¢, obtemos uma solugio
particular para o PVI 3—3: = f(x), y(xo) = yo. Note que geralmente para acharmos uma

solucao particular, precisamos primeiro achar a solu¢do geral do problema.

E de se esperar que dependendo da EDO nio se aplique esse método da integragio
direta. Para algumas EDOs, existem métodos especificos de resolu¢des de acordo com suas
proprias caracteristicas. A seguir sao apresentadas as defini¢oes de quatro classes de EDOs de
primeira ordem:

e Fquagbes com Variaveis Separaveis;

e FEquacoes Homogéneas;

e FEquacoes Exatas;

e LEquagoes Lineares.

Essas classes sio especiais devido ao fato de existirem métodos de resolugoes
exclusivas para a EDO. Esses métodos foram desenvolvidos e se aplicam para uma determinada
EDO que possui certa caracteristica, ou seja, o método de resolugio que devera ser usado
dependera da caracteristica especifica da mesma. Lembrando que nem toda EDO de primeira

ordem se encaixa em uma dessas classes, e também nem mesmo pode ser transformada em uma

delas.
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EQUACOES COM VARIAVEIS SEPARAVEIS
Considere uma EDO do tipo Z—z = f(y)g(x) onde f e g sio fun¢des continuas em

algum intervalo de R. Dizemos que essa EDO ¢ “separavel” ou tem “variaveis separaveis”.

Separando entao as variaveis

dy

o g(x)dx. (2.11)
e integrando a equacio (2.11) em ambos os membros [ % = [ g(x)dx + ¢, obtemos
F(y) = G(x). (2.12)

Se pudermos inverter a funcio F, a solugdo formal em (2.12) sera y =

F1 (G (x)) Vejamos agora a Definicao 2.1 de Equagao Separavel (Zill e Gullen, 2001, p.44).

Definigao 2.1 Equacgao Separavel

a X) . . o f
Uma EDO da forma ﬁ = % ¢ chamada separavel ou de variaveis separaveis

METODO DE RESOLUCAO

Como o proprio nome ja diz, o ponto chave para resolver esse tipo de EDO ¢ separar
as variaveis, colocando a variavel dependente de um lado da equacdo enquanto que a variavel
independente fica do outro. A equagao (2.11) indica o procedimento desse fato. Depois de
separar as variaveis, basta aplicar a integracdo. Vejamos o Exemplo 2.4 seguinte:

Exemplo 2.4: Resolva (1 + x)dy — ydx = 0. Resolugio: Podemos reescrever (1 + x)dy —

d dx ~
ydx =0 como sendo Ty =T Integrando ambos os lados da equagio e resolvendo-a,

fdy_f dx
y J1+x

Inly| =In|1+ x|+ C;

obteremos

eln|1+x|+Cl

y =
— eln|1+x|. el
=|1+x|.e“
=+e%(1+x).
Trocando +et por ¢, concluimos que a solu¢do paraa EDO ¢ y = c(1 + x).
Observe que nio existe a necessidade de usar duas constantes de integragdo na
resolugdo de uma EDO, pois, multiplos, somas, diferencas ou combina¢des de constantes
podem ser trocados por uma unica constante. Por isso, nos proximos exemplos adotaremos
esse fato.
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dy x2y2 N dy nyZ
Exemplo 2.5: Resolva — = . Resolugdao: Podemos reescrever — = como sendo
dx 1+x dx 1+x

1+x

y*dy = dx, ou ainda y*dy = % + idx. Integrando essa dltima em ambos os lados e

x2

resolvendo a integracao, obteremos

f >d —fi+ld
y y_ xz xxl

y3
3= —x~1 + In|x| + k.
Multiplicando essa tltima equagio por 3x, teremos xy> = —3 + 3x In|x| + 3kx.
Trocando 3k por ¢, concluimos que a solucio implicita do problema sera xy3 = —3 +

3x In|x| + cx.

EQUACOES HOMOGENEAS
A chave para resolver uma EDO homogénea ¢é transforma-la em uma EDO separavel,
aplicando uma determinada substituicao. Vejamos agora a definicao 2.2 (Zill e Gullen, 2001, p.

52) de Equacio Homogénea.

Definigao 2.2 Equagcio Homogénea
Uma EDO da forma M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

¢ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sao fun¢ées homogéneas do

mesmo grau.

METODO DE RESOLUCAO

Para entendermos o método de resolugao das EDOs Homogéneas, primeiro é preciso
entender o que é uma fungao homogénea. Dizemos que uma fungao é homogénea de grau n se
ela satisfaz a seguinte condi¢do: f(tx,ty) = t"f(x,y) para algum ntmero real n. Se f(x,y)

for uma fungdo homogénea de grau n, podemos escrever entao
Y x
fay) =xf(LE) e fay) =yf (3.1) @13
y x R .
sendo f (1,;) ef (;, 1) ambas homogéneas de grau zero. Suponhamos que temos a seguinte

EDO

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, (2.14)
e, verificando que M e N sio fun¢des homogéneas de mesmo grau, podemos entdo resolver
essa mesma por meio de uma substituicao algébrica. Dependendo da EDO podemos chamar

Y = ux oux = vy, sendo que U e Vsao as novas variaveis independentes. Esta substituigao nos
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possibilitara transformar a EDO homogénea em uma EDO de variaveis separaveis. Vejamos:

Chamamos y = ux, logo sua diferencial dy = udx + xdu. Substituindo agora em (2.14),

temos
M (x,ux)dx + N(x,ux)[udx + x du] = 0. (2.15)
Pela propriedade da homogeneidade dada em (2.13), podemos escrever (2.15) como
x"M(1,u)dx + x"N(1,uw)[udx +xdu] =0
ou
[M(1,u) + uN(1,u)]dx + xN(1,u)du = 0. (2.16)
dx N(1,u) du

Assim, separando as variaveis em (2.10), teremos gl = 0. Portanto,

M(1,u)+uN(1,u)
transformamos a EDO inicial homogénea em separavel. De maneira analoga podemos obter a
separacdo fazendo x = vy.
Exemplo 2.6: Resolva (y* + yx)dx — x*dy = 0 usando uma substituicio apropriada.
Resolucio: Temos que M (x,y) = y* + yx e N(x,y) = —x2 Notemos que M e N sio funcoes
homogéneas de grau 2. Logo a EDO dada é homogénea. Fazendo y = ux, entio dy = udx +
xdu. Assim,
(%2 + yx)dx —x?dy =0
[(ux)? + (ux)x]dx — x?(udx + xdu) = 0
u?x?dx + ux?dx — x*udx — x3du = 0
x*’(u?+u—wdx —x3du=0
x2uldx —x3du =0
x?uldx = x3du

=Ly
—dx = —du
x3 uz "’

resultando em

~dx = —du. @2.17)
Aplicando a integracio em (2.17), obtemos [ idx = %du + ¢, e resolvendo essa
tltima equagio, teremos In|x| = —ul+c
Inlx|+u™t =c. (2.18)
Como

R IR

2.19)

Substituido (2.19) em (2.18) teremos, Inlx|+ (%) ~ = ¢, logo,
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In|x| + § =c. (2.20)

Multiplicando a equagao (2.20) por ¥ teremos a seguinte solucao implicita da EDO:
yln|x| + x = yc.

EQUACOES EXATAS

Uma EDO na forma (2.14) ¢ uma equagao exata se

oM(x,y) _ 9N(xy)
e 2.21)

Vejamos agora a defini¢ao 2.3 (Zill e Gullen, 2001, p. 61) de Equa¢ao Exata.

Definigdo 2.3 Equacgao Exata

Uma EDO M(x,y)dx + N(x,y)dy é uma diferencial exata em uma regiio R do plano
xy se ela corresponde 2 diferencial total de alguma func¢io f(x,y). Uma EDO da forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 é chamada de equagdo exata se a expressdo do lado esquerdo

é uma diferencial exata.

METODO DE RESOLUCAO
Dada uma EDO na forma (2.14), ou seja, M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0. Primeiro
temos que verificar se ela ¢ exata, isto ¢, temos que mostrar que (2.21) se verifica. Se (2.21) ¢é

satisfeita entao podemos supor que

Z—i = M(x,y). (2.22)

Assim, integrando (2.22) em relagdo a X, obtemos

fG,y) = [M(x,y)dx + g(y). (2.23)

Lembrando que y é considerada como uma constante, portanto g(y) é a constante de

integracao. Agora, derivando (2.23) com relacio a y e supondo também que Z—f] = N(x,y)

of _ 0 / _
teremos - = == [ M(x,y)dx + g'(y) = N(x,y). Logo

g’ () = N(x,y) — % [ M(x,y) dx. (2.24)

Por fim, basta integrarmos (2.24) em relagdo a y e substituir esse resultado em (2.23).

A solugdo para a equagio é f(x,y) = c. Podemos observar que poderiamos ter escolhido como

suposicao Z—f/ = N(x,y) e assim terfamos f(x,y) = [N(x,y)dy+h'(x) ¢ h'(x)=

N(x,y) — == [ N(x,y) dy.
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Exemplo 2.7: Resolva (2y*x — 3)dx + (2yx? + 4)dy = 0. Resolugio: Temos que

IM(x,y)

M(x,y) =2y°x—3 e N(x,y) = 2yx?+4, e podemos verificar que %

=4yx=

ON(x,y)

e - 1080, a EDO ¢ exata. Assim, suponhamos que Z—ch = M(x,y), ou seja, g—£ = 2y*x — 3

e integrando essa tltima equacio em relagio a x, temos f(x,y) = [ 2y?x — 3dx + g(y),
ou seja,
fGoy) =y*x? = 3x+ gy). (2.25)

Agora, derivando (2.25) com relagao a Y e supondo também que Z—f/ =2yx?+4

teremos
af
L —2yx? 44
dy yx© +
0
@(yzx2 —3x+ giy) =2yx*+4
2yx% 4+ g'(y) = 2yx? + 4,
portanto,
9’ =4 (2.26)
Integrando (2.26) em relacio ay [ g'(y) dy = [ 4 dy obtemos
g(y) =4y. 2.27)

Lembrando que nesse caso a constante de integra¢do nao precisa ser incluida, pois a
solucdo ¢ f(x,y) = c. Substituindo (2.27) em (2.25) obtemos a seguinte solucio para a EDO
y2x? —3x + 4y = c.E importante destacarmos que a solucdo para a equagio nio é

f(x,y) = y?x? — 3x + 4y, mas sim, f(x,y) = c.

FATOR INTEGRANTE
Nem sempre uma EDO da forma (2.14) sera exata, ou seja, teremos situagées em que
a condi¢ao (2.21) ndo se verifica. Entretanto, é possivel transformar (2.14) em uma EDO exata,

mediante a multiplica¢do de um fator adequado.

Definigao 2.4 Fator Integrante

Uma fungio p(x,y) é um fator integrante de M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se a equacio
u(x, V)IM(x,y)dx + N(x,y)dy] = 0 ¢ exata.

Exemplo 2.8: Resolva 6xy dx + (4y + 9x2)dy = 0, usando u(x,y) = y? como fator

integrante. Resolu¢ao: Podemos verificar que a equagao diferencial dada,
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6xy dx + (4y + 9x?)dy = 0. (2.28)
nio ¢ separavel, homogénea e nem exata. Multiplicando (2.28) por u(x,y) obtemos
6xy* dx + (4y® + 9y*x?) dy = 0. (2.29)
que é exata, pois fazendo M (x,y) = 6xy> e N(x,y) = 4y> + 9y*x?
oM (x, ON(x,
Y _ gz = INEY)

dy Xy d0x
Com isso podemos resolver a equacdo (2.29), cuja solucdo sera a mesma de (2.28). Fazendo
Z—i = 6xy° e integrando essa tltima equacio em relacio a X, obtemos
floy) = f6xy3 dx +g(y)
= 6y3jxdx +90)
X2

= 6y° <7> +9()

=3y°x* +g(¥),
ou seja,

flx,y) =3y°x* + g(y). (2.30)
Derivando (2.30) com relagio a y obtemos 2 = 9y%x% + g'(y). Supondo que 5 =
N(x,y), dessa dltima teremos que, 9y*x* + g'(y) = 4y*® + 9y°x?
isto é,
g9' ) = 4y°. (2.31)
Integrando (2.31) em relagao a y

gy) = f 4y*dy = y* (2.32)

e substituindo (2.32) em (2.30) resulta em f(x,y) = 3y°x* + y*, ou seja, 3y°x* + y* = c.

EQUACOES LINEARES
Ja definimos no Capitulo 1, a forma geral (1.2) das EDOs lineares de ordem n. No

caso em que n = 1, teremos

d
a;(x) % + ay(x)y = g(x), (2.33)
ou seja, uma EDO linear de primeira ordem. Vejamos agora a Defini¢ao 2.5 de Equagao Linear

(Zill e Gullen, 2001, p. 69).
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Definigao 2.5 Equagao Linear

Uma EDO da forma a, (x) Z—Z + ay(x)y = g(x) é chamada de linear.

ag(x) _ gx)

a0) = a0 Chamando

Dividindo (2.33) pelo coeficiente a,(x), teremos Z—z+

P(x) = %) ef(x)= 9(x) , obtemos uma forma mais conveniente para a EDO linear:
as (x) az(x)

L+ P(0)y = f(x). (2.34)
Usando diferenciais podemos escrever a equacio (2.34) como sendo dy + [P(x)y —
f(x)]dx = 0. As EDOs lineares possuem uma interessante propriedade pela qual sempre
podemos encontrar um fator integrante u(x) em que

u()dy + p(x)[P(x)y — f(x)]dx = 0. (2.35)

O lado esquerdo da equagao (2.35) é uma diferencial exata se :—xu(x)dy = % uC)[P(x)y —
f(x)] ou Z—g = uP(x).Podemos facilmente resolver essa dltima equagio (EDO separavel),

. . . d L1
determinando o fator integrante p(x). Temos entio 7“ = P(x)dx. Integrando essa ultima

equacdo em ambos os lados, teremos
Inlul = [ P(x)dx. (2.36)
Aplicando a exponencial nos dois lados da equagao (2.36) obtemos,

elnlul — efP(x)dx

,u(x) — efP(x)dx.

Portanto a funcio u(x) = e/ PM9 ¢ um fator integrante para uma EDO linear.

Para resolvermos uma EDO linear de primeira ordem do tipo a4 (x) z—z + ay(x)y =

g(x), primeiro precisamos escrevé-la na forma (2.34). Para isso basta dividirmos toda a equagio

) . dy . . dy | ao(x) g(x)
or a,(x), ou seja, fazemos com que o coeficiente de — seja icual a um: — + ——=y = ——=—,
P 1( ), 13, q dx ja igu dx  ai(x) aq(x)

Depois de identificarmosP (x), podemos encontrar o fator integrante, e em seguida,

multiplicamos a equacao (2.34) pelo mesmo, obtendo:
efp(x)dxj—z + P(x)el PMax — o[ PG)Ax £(x), (2.37)
O lado esquerdo da equagiao (2.37) é a derivada do produto do fator integrante

e P 11y varidvel dependente y. Assim, podemos reescrever (2.37) como sendo

= [l Paxy] = e[ P £ (), (238)
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Para finalizar, basta integrarmos em ambos os lados da equagio (2.38)
f;—x [efp(x)dxy] dx = fefp(x)dxf(x) dx para chegarmos na solucio geral de (2.33): y =

fefp(x)dxf(x) dx
e P(x)dx

Exemplo 2.9: Resolvaa EDO 3 % + 12y = 4, encontrando a solugio geral, especificando um

intervalo para o qual ela esta definida. Resolug¢ao: Observamos primeiramente que a equagao

dada ¢ uma EDO linear de primeira ordem. Colocando-a na forma (2.34), obteremos
4

: (2.39)

ay _
Ix +4y =
Como P(x) =4, logo teremos o seguinte fator integrante p(x): u(x) = etx,

Multiplicando (2.39) pelo fator integrante encontrado, obtemos e** [Z—i + 4y] = e*¥ g, logo,

d
e4x_y+ e4x4y = ¥

= . (2.40)

w |

Lembrando que o lado esquerdo da equacido (2.40) ¢ a derivada do produto entre o

fator integrante e** pela variavel dependente y. Assim

i 4x — ,4x f
— (e*™y)=e > (2.41)
Integrando ambos os lados de (2.41) em relagao a x e resolvendo a equacio resultante,
obtemos
d 4
J-a(e‘“‘y) dx = f e4x§dx
4
ety = —f et dx
3
411
ety = 3 [Ze‘“‘ + c],
portanto,

ety =-e¥ +2c. (2.42)

—4x

Multiplicando a equagdo (2.42) por e

, teremos a seguinte solugdo e o respectivo intervalo
para a qual ela esta definida: y = é + sce““‘, —00 < x < +00.
Exemplo 2.10: Resolva a EDO Z—z + 5y = 20, sujeita a condi¢io inicial y(0) = 2. Resolucio:

A equacio ja foi dada na forma (2.34). Assim, o fator integrante ¢ e°*. Multiplicando a EDO

dada pelo fator integrante obtemos
dy
5x |~ 4§ = e°%20
[t =

dy
5x 7
¢

5X5y = 5x20’
x+e y=e
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e que de maneira analoga ao exercicio antetior, nos dirige para e>*y = 20 [ e5* dx.
Resolvendo entao essa tltima expressao chegamos ao seguinte resultado
y =4+ ce 5%, (2.43)
De acordo com a condicdo inicial temos que y(0) = 2, ou seja, x = 0=y = 2.
Substituindo estes valores em (2.43), teremos 2 = 4 + ce =59, de onde chegamos que ¢ = —2.

Portanto, a solugio particular desse problema é y = 4 — 2e 5%, —o0 < x < +00,

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM
As EDOs de segunda ordem sao da forma
F(x,y,y",y") = 0. 3.1)
Podemos escrever (3.1) de outra forma

2 = f@y.y"). (3.2)

No Capitulo anterior, vimos que podemos resolver EDOs nao-lineares de primeira

ordem, usando determinadas técnicas de resolucao. Entretanto no caso de EDOs nao-lineares
de segunda ordem nio podemos desfrutar do mesmo privilégio. Isso porque as EDOs nao-
lineares de ordem superior sao mais dificeis de serem resolvidas, mesmo que algumas delas
possuam solugdes. Por isso, neste Capitulo nos restringimos as EDOs lineares de segunda
ordem.

Vimos no Capitulo 1 a forma geral (1.2) das equag¢oes diferencias lineares de ordem n.

No caso em que n = 2, teremos

a’y dy
az(x)E‘F a1(x)a+ ay(x)y = g(x). (3.3)
ou seja, uma EDO linear de segunda ordem. Lembrando que as funcdes coeficientes a,(x),
a,(x), ag(x) e g(x) sio continuas em um determinado intervalo I, onde a,(x) # 0.

Dividindo (3.3) por a,(x), obtemos

L@ &y | a@dy | a®  _ gk 54

az(x) dx* = ax(x)dx = az(x) az(x)’

ai(x) ap(x) g
az(x) az(x) a(x)

e, chamando respectivamente de p(x), q(x) e f(x), podemos reescrever

(3.4) de uma forma mais compacta, como sendo % + p(x) Z—z + g(x)y = f(x) ou

vy +p()y" +q()y = fx). (3.5)
Quandof (x) = 0 entio (3.5) é dita homogénea, ou seja, a equagio
y"'+p()y" +q)y=0. (3.6)
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¢ uma EDO linear de segunda ordem homogénea. Caso f(x) # 0 entdo (3.5) é dita ndo-
homogénea.

Exemplo 3.1: A equacio 3y"” +7y'—5y =0 ¢é uma EDO linear de segunda ordem
homogénea. A equacioxy’’ — 5xy’ + 6y = e* é uma EDO linear de segunda ordem nio-
homogenea.

Veremos nesse Capitulo que para resolvermos uma equagao nao-homogénea, devemos
primeiro resolver a equagao homogénea associada, ou seja, uma vez resolvida a equagao
homogénea, sempre ¢ possivel resolver a equagao nao-homogénea correspondente ou, pelo
menos, expressar sua solu¢ao em funcio de uma integral. Assim, o problema de resolver uma

equacdo homogénea ¢ o mais fundamental (Boyce e Diprima, 2001, p. 70.)

PROBLEMA DE VALOR INICIAL (PVI)

Para uma EDO linear de 2* ordem temos a seguinte situacio do PVI:
Resolva: a,(x) Z—y + a;(x) Z—z + ay,(x)y = g(x)

o X2 / (3.7)
Sujeito a: y(xo) = Yo, ¥x, = Yo-

Observemos que o PVI de uma EDO linear de segunda ordem exige duas condi¢oes
iniciais. A solucao para esse PVI ¢ uma funcao que satisfaca a EDO em certo intervalo I que

contenha o ponto X, e que cujo grafico da solugio, passa pelo ponto (Xg,Yo) com inclinagio

igual a y,'.

Note que as condi¢es iniciais para uma equagdo de segunda ordem nio indicam,
apenas, um ponto particular (ty, V) que tem que pertencer ao grafico da solugio,
mas, também, o coeficiente angular ¥’ da reta tangente ao grafico naquele ponto. F
razoavel esperar que sejam necessarias duas condi¢Ges iniciais para uma equacio de
segunda ordem, ja que, grosso modo, precisa-se de duas integragSes para se encontrar
a solugio e cada integracdo introduz uma constante arbitraria. Presume-se que duas
condicGes iniciais serdo suficientes para a determinacdo dos valores dessas duas
constantes. (Boyce e Diprima, 2001, p.70.)

O Teorema 3.1 a seguir, nos garante a existéncia de uma unica solugao para (3.7) (Zill

e Gullen, 2001, p.143).

Teorema 3.1 Existéncia de uma Unica Solucio
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Sejam a,(x), a,(x), ay(x) nio todos nulos e g(x)continuas em um intervalo I, para todo
x neste intervalo. Se X = X ¢ algum ponto deste intervalo, entao existe uma unica solugao

y(x) para o PVI (3.7) neste intervalo.

Exemplo 3.2: Verifique se a funcio y = 3e%* + e 72* — 3x ¢ uma solugio para o PVI y"" —
4y = 12x, y(0) =4, »'(0) =1. Resolucdo: Temos que verificar se a fungio y =
3e?* + e7?* — 3x ¢ uma solucio da EDO dada com os valores das condices iniciais: y(0) =
4 ¢ y'(0) = 1. Primeiro vamos verificar se y é realmente a solucio da EDO. Para isso vamos
achar as derivadas de y de primeira e segunda ordem respectivamente, logo
y' = 6e?* —2e7* -3
y" =12e%* + 4e7 %,
Substituindo os valores na EDO, obtemos
y" —4y =12x
(12e%* + 4e72*) — 4(3e?* + e72* — 3x) = 12x
12e%* + 4e™2* — 12e%* — 4e™2* + 12x = 12x
12x = 12x.
Segundo, vamos verificar se as condi¢Ses iniciais do PVI estao corretas
y(0) =3e*@ +e720 -3(0)=3+1-0=14
y'(0) = 6e2(0 — 2720 —_3=6-2-3=1.
Portanto, como os coeficientes da EDO siao continuos em qualquer intervalo

contendo x = 0, podemos concluir a partir do Teorema 3.1, que a func¢do dada ¢ a tnica solugao

do PVI dado.

O WRONSKIANO

Neste topico apresentaremos importantes defini¢oes e conceitos, que serdo dteis nos
estudos de EDOs lineares de segunda ordem. Antes de definir o que é o Wronskiano,
precisamos definir outros dois importantes conceitos: Dependéncia e Independéncia Linear

entre funcoes.
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Definigao 3.1 Dependéncia Linear

Dizemos que um conjunto de fun¢des f; (x), f5(x),..., f(x) é linearmente dependente
(LD) em um intervalo [ se existem constantes Cy,Cy,...,C, nao todas nulas, tais que

c1fr(x) + cofo(x) + ... +cpf(x) = 0 para todo x no intervalo.

Exemplo 3.3: As funcdes f;(x) =vVx +5, fL(x) =vVx +5x, f5(x) =x—1 e fo(x) = x*
sio LD no intervalo (0, ), pois f, pode ser escrita como uma combinacio linear de fi, f3 e
fa, ouseja, fo(x) = (1) fi(x) + (5)f3(x) + (0)f4(x) para todo x no intervalo (0, 00). Em um
caso especifico, se duas fun¢des fi(x) e f5(x) sio LD, entio isso significa que uma pode ser

escrita como o produto da outra por uma constante.

Definigao 3.2 Independéncia Linear

Dizemos que um conjunto de funcoes fi (x), f5(x), ..., fn(x) é linearmente independente
(LI) em um intervalo I, se ele ndo ¢ LD no intervalo, ou seja se as constantes Cy, Cy, ..., Cp

sio ambas iguais e todas nulas, tais que ¢4 f1(x) + ¢, fo(x) + ... + cpf(x) = 0, para todo

x no intervalo.

Exemplo 3.4: As funcoes f;(x) = e¥ e f,(x) = e?* sio LI em qualquer intervalo. De fato, se
tivermos as constantes C;e C, tais que ¢1f; (x) + c2f5(x) = 0 e c;e* + c,e?* = 0, podemos
observar que os valores para f; (x) e f5(x) serdo diferentes de zero para qualquer que seja o
valor de x e portanto a unica solugao possivel é a solucao trivial, onde ¢; = ¢, = 0.

A seguir veremos um teorema (Zill e Gullen, 2001, p. 149), que corresponde a um

critério para independéncia linear de fungdes:

Teorema 3.2 Critério para Independéncia Linear de Func¢oes

Suponha que f;(x), f5(x), ..., f(x) sejam diferenciaveis pelo menos n - 1 vezes. Se o

f f2 v fn
fooR o

f1 (1:1—1) f2 (1;—1) fn({l—l)

ponto do intervalo I, entdo as fungdes fi (x), fo(x), ..., f (x) sio LI em L.

determinante for diferente de zero em pelo menos um

O determinante do teorema anterior é denotado por W (f;(x), fo(x), ..., fn(x))
e é chamado de o Wronskiano das func¢des f;(x), f5(x), ..., fn (x). Em seguida apresentamos

a demonstra¢ao do Teorema 3.2, no caso em que n = 2.
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Demonstragao:

Como n = 2, temos duas func¢des, f;(x) e fo(x). Suponhamos por absurdo que
quando W (f;(x0), f2(x)) # 0, para um certo valor de X, fixado em algum intervalo I, as
fungdes fi(x) e fo(x) sejam LD nesse intervalo. De fato, se f;(x) e fo(x) sio LD, entio
existem constantes Cie C; ndo ambas nulas, tais que ¢ f;(x) + ¢, f5(x) = 0 para todo x no
intervalo I. Se derivarmos essa combinagio, obteremos ¢ fi (x) + ¢ f; (x) = 0. Com isso,

chegamos a um sistema de equagoes lineares

{C1f1(x) +c,fo(x) =0
le1’(x) + szzl(x) =0

Como fi e f, sdo fungoes LD, logo (3.8) possui uma solu¢io nio trivial, para cada x

h £
fi fz
I. O que é um absurdo, pois por hipétese temos W (f; (x), f2(xo)) # 0. Portanto f; e f, sdo

(3.8)

no intervalo. Assim, W( f1(x0), f> (xo)) = = 0 para todo x pertencente ao intervalo

funcoes LI.

Exemplo 3.5: As funcoes f(x) = e*, fo,(x) = xe* e f3(x) = x%e* sio LI em qualquer

intervalo do eixo X, pois o Wronskiano, W(e*, xe*, x%e*) =
e xe* x%e*

e* xe*+e* x%e* + 2xe* = 2e3* nio se anula em ponto algum.

e* xe*+2e* x%e* + 4xe* + 2e*

EDOS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM HOMOGENEAS

Como vimos anteriormente nesse Capitulo, uma EDO linear de segunda ordem
homogénea tem como forma a expressio em (3.6). Uma caracteristica particularmente util da
equagao linear homogénea ¢é o fato de que a soma, ou superposigao, de quaisquer duas ou mais

solugoes de (3.6) é novamente uma solugdo. Esta ¢é a ideia do teorema a seguir (Zill e Gullen,

2001, p. 153):

Teorema 3.3Principio de Superposicao

Sejam ¥y, ¥y, ..., Yk solugoes para a EDO linear de #-ésima ordem homogénea (3.6) em um

intervalo 1. Entdo, a combinacio linear
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y =1y (%) + ¢y, (x) + . + ey (x) (3.9)

em que ¢;, I = 1,2, ..., k, sio constantes arbitririas, é também uma solu¢io no intervalo.

Demonstragdo: Provaremos esse teorema para o caso em que N = k = 2, isso por estarmos
discutindo as EDOs de segunda ordem. Sejam y; (x) e y,(x) solu¢oes da EDO
az()y" + a;(x)y" + ag(x)y = 0. (3.10)
Como n =k = 2, temos y = ¢1Y;(x) + ¢,¥,(x). Derivando essa tltima equagio
duas vezes, teremos

Y = c1y1 () + cy;(x) (3.11)

y" =1y () + o5 (x). (3.12)
Substituindo (3.11) e (3.12) em (3.10), obteremos
az (eryt’ + c2y7' 1+ a1 (Dleryy + c2y3] + ag(eyy + 2521 =
c1la;()yi" + a1 )y + ag(y] + c2la (0)y; + a1 ()y; + ag(x)y,] =
c1(0) + ¢,(0) =0,
pois y; (%) e ¥, (x) sdo solucdes. Portanto y = ¢1y;(x) + ¢, ¥, (x) é também uma solugio.
Exemplo 3.6: Podemos verificar que y;(x) = cosx e y,(x) = sen x sio duas solugdes da
equagio homogénea y”' +y = 0. O Teorema 3.3 nos garante que qualquer combinacio linear
destas solugdes, por exemplo, Yy = 3y; — 2y, = 3€0SXx — 2 sen x sera também uma solugao.
Deste modo, podemos concluir que toda solugio de y"' +y = 0 é uma combinagio linear
destas duas solugdes particulares y; e y,. Portanto, a solugio geral de ¥y +y =0 ¢ y(x) =

c1C0SX + ¢, sen x.

SOLUCOES LINEARMENTE INDEPENDENTES

Nas resolugoes das EDOs homogéneas (3.6), queremos solugdes linearmente
independentes. Vimos que o Wronskiano de duas fungées LI ¢ diferente de zero. Discutiremos
agora o fato de que se duas fungoes y; e Y, sio solugoes de uma EDO linear de segunda ordem

homogénea, entao o seguinte Teorema ¢ valido (Edwards e Penney, 1993, p. 88):

Teorema 3.4 Wronskiano de Solucées

Suponha que y; e Y, sio duas solugdes da equagio (3.6) y'" + p(x)y' + q(x)y =0,

num intervalo aberto I no qual p e ¢ sdo continuas.

a)  Sey, ey, sio LD, entio W(y,,y,) = 0em I;
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‘ b)  Sey, ey, sio LI entio W(yy,y,) # 0 em cada ponto de L. ‘

Assim, de acordo com o Teorema 3.4, o Wronskiano niao se anula se as solug¢oes sio
LI Quando temos duas solucdes y; e Y, LI de (3.6), entdo ¥ = ¢1y; (x) + ¢y, (X) serd uma
solucao geral da equagdo (3.0). Esse dltimo resultado é formalizado no Teorema 3.5 (Edwards

e Penney, 1993, p. 88):

Teorema 3.5 Solucoes Gerais

Sejam y; e Y, duas solucdes linearmente independentes da equagio(3.6) y"' + p(x)y’ +
q(x)y = 0 com p e q continuas no intervalo aberto I Se Y é qualquer solugio da equacio

(3.6), entdo existem nimeros C; € C, tais que Y = ¢;y; (x) + ¢, ¥, (x) para todo x em I.

O Teorema 3.5 diz que se encontrarmos duas solu¢des LI da equacao (3.6), entio,
podemos encontrar todas as suas solugoes.
Demonstragio: Seja a um ponto pertencente ao intervalo I, e considere as seguintes equagoes

simultaneas

{Y(a) = c1y1(a) + c;y,(a) (3.13)

Y'(a) = cyy1(a@) + czy5(a)
O determinante dos coeficientes desse sistema de equagoes lineares nas incognitas cie
C, ¢é simplesmente o Wronskiano W (y4, ¥, ) avaliado em a. Pelo Teorema 3.4, esse determinante
nao ¢ nulo, assim por algebra elementar segue-se que das equacdes do sistema (3.13) podem ser
encontradas as constantes €4 e €5. Com estes valores encontrados definimos a solucdo
G(x) = 171 (x) + €2y, (%)
da equagio (3.6). Entao
G(a) = cy1(a) + 2y, (a) =Y(a)

l; _ /] /; _ v/
G'(a) = c1y1(@) + c;y5(a) = Y'(@).
Portanto, as duas solucdes Y e G tém os mesmos valores iniciais em 4, assim como Y’
e G’. Pela unicidade de uma solu¢iao determinada por tais valores iniciais (Teorema 3.1), segue-

se que Y e G sdo iguais em I. Vemos entdao que

Y(x) = G(x) = c1y1(x) + . ().

3x

Exemplo 3.7: As duas solucdes y; = e3¥ ¢ y, = e73¥ sio ambas da seguinte EDO linear

3x —-3x

e e

3e3r —3¢-3x| — —6%

homogénea de segunda ordem y" — 9y = 0. Como W (y4,y,) =
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0 para todo valor de x no intervalo (—00,0), entio, a solugdo geral para a EDO dada é y =

cie3* + c,e™3x,

EQUACOES LINEARES DE SEGUNDA ORDEM COM COEFICIENTES
CONSTANTES
Discutiremos agora as EDOs lineares homogéneas de segunda ordem do tipo
ay” + by +c=0. (3.14)
onde os coeficientes a, b e ¢ sao ambos constantes. Nesse caso, o fato surpreendente é que

todas as solugcdes para (3.14) sio funcdes exponenciais ou construidas a partir de fungdes

exponenciais (Zill e Gullen, 2001, p. 153).

EQUAGCAO AUXILIAR

Vamos nos preocupar inicialmente em achar uma unica solu¢ao da equacio (3.14).

Observemos antes disso que

(™) =me™ e (e™)" = m2e™*, (3.15)
para qualquer valor de m. Assim podemos concluir que qualquer derivada de e™* é um maltiplo
constante de e™*. Portanto, se substituirmos y = €™ em (3.15), cada termo setia um multiplo
constante de e™¥, com os coeficientes constantes dependentes de m e dos coeficientes a, b ¢
¢, ou seja, m*e™* + bme™* + ce™ =0 ou e™(am? + bm + ¢).

Isso nos leva a tentar encontrar o valor de m de modo que esses multiplos de e™*
tenham soma igual a zero (para satisfazer a igualdade de (3.14)). Lembrando que e™* # 0 para
valores reais de X, entdo a unica chance dessa funcao exponencial ser uma solu¢ao de (3.14) ¢é
se conseguirmos encontrar o valor de m, de tal forma que ela seja a raiz da equagao quadratica

am? + bm+c¢ =0, (3.16)

Essa ultima equagao ¢ chamada de equagdo auxiliar ou equacdo caracteristica da
equacao (3.14).

Vamos discutir agora as possibilidades das raizes da equacio (3.16). Temos que
considerar trés casos (Zill e Gullen, 2001, p. 173): Raizes Reais Distintas; Raizes Reais Iguais;

Raizes Complexas Conjugadas.

Caso 1: Raizes Reais Distintas

Se as duas raizes mye m, da equagao (3.16) sdo reais e distintas, entao

y(x) = cie™* + c,e™2* (3.17)

¢ a solucao geral da equagao(3.14).
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Exemplo 3.8: Encontre uma solucio geral de 2y" — 7y’ + 3y = 0. Resolu¢io: Temos que a
equacio caracteristicada EDO dada é 2m? — 7m + 3 = 0. Ou (2m — 1)(m — 3) = 0. E facil

p ~ ~ ~ 1 ~ . ..
pCI‘CCbCI‘ que as ralzes da cquagao caracteristica sao M, = E em, = 3, que sao reais € distintas.

X
Logo teremos a seguinte solucio geral para a EDO dada: y(x) = c,ez + c,e3*.

Caso 2: Raizes Reais Iguais

Se a equacdo (3.16) tem raizes reais iguais M, = M,, entao
y(x) = (c1 + cox)e™* (3.18)
¢ a solucao geral da equacao(3.14).

Exemplo 3.9: Resolva o problema de valor inicial { y (}:)I; -|=-25y’ :%I(():) 0= _3 Resolugio:
Observamos primeiro que a equagio caracteristica m? + 2m + 1 = (m + 1)% = 0, tem raizes
reais e iguais a my; = m, = —1. Portanto a solugio geral da EDO dada serda y(x) =
(c; + c3x)e™™. Se derivarmos sua solucdo geral, chegamos em y'(x) = —c,e ™ + c,e™ —
c,xe ™. Assim as condicdes iniciais do PVI, nos fornecem as seguintes equagdes:
y(0) = (c; + c,(0))e @ =¢;, =5=¢, =5
y'(0) = —c1e7™@ + 7@ — ,(0)e @ = —¢; + ¢, =-3=1¢, +¢c, = -3

—-X

o que implica em ¢; = 5 e ¢, = 2. Entio a solucio desejada do PVI ¢ y(x) = (5 + 2x)e

Caso 3: Raizes Complexas Conjugadas

Se a equagao (3.16) tem as raizes M, e M, complexas, onde my = a + fi e
m, = a — Pi,coma, f € R, entio

y(x) = e®(c cos Bx + c,sen Bx) (3.19)

¢ a solucdo geral da equagio (3.14).

Exemplo 3.10: Resolva a equagio diferencial y"" — 10y’ + 41y = 0. Resolucio: As raizes da
equacio caracterfstica m? —10m +41 =0 sio m =5+ 4i, ou seja, raizes complexas.
Portanto pelo Caso 3, obtemos a seguinte solugio geral para a EDO dada: y(x) =

e>*(c,cos 4x + cysen 4x).

EDOS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM NAO-HOMOGENEAS
Vimos que a equagio (3.5) ¥" + p(x)y" + q(x)y = f(x) é dita nio-homogénea
quando f(x) # 0.
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Discutiremos agora a solugao geral de uma EDO linear nao-homogénea de segunda
ordem. Pelo que ja foi dito, para se resolver uma EDO nio-homogénea primeiro é preciso
resolver a equagao homogénea associada.

E importante destacar que se y;(X) e Y,(x) sio solucdes de (3.5), entio
y1(x) — y,(x) também serd uma solugio de (3.6) (Figueiredo, 2002, p. 99).

Logo, se conhecermos uma solugéio particular y,, (x)de (3.5), entdo uma solucao geral
de (3.5), serd dada por Y(x) = c1y,(x) + ¢y, (x) + yp(x),onde cie C, sao constantes
arbitrarias e y; e Yy, é um par de solucoes LI de (3.6).

Mas o que seria essa solugdo particular Y, (x)? é qualquer fungdo que é uma solucao
de (3.5), independente de qualquer parametro. Algumas vezes y,(x) é chamada de integral
particular.

Exemplo 3.11: Uma solucio particular para y" + 4y = 12x é y,(x) = 3x, pois y," (x) = 0
c0+4y, =0+4(3x) = 12x.

Vejamos o seguinte Teorema (Zill e Gullen, 2001, p. 159) de Solucao de Equagdes

Nao-homogéneas, no caso em que a EDO ¢ de segunda ordem:

Teorema 3.6 Solucio de Equagdes Nao-homogéneas

Sejam y; e y, solucdes para a EDO linear homogénea de segunda ordem (3.6) em um
intervalo I, e seja ¥, qualquer solugdo para a equacdo nao-homogenea (3.5) no mesmo
intervalo. Entio, Y(x) = ¢1y;(x) + ¢, (%) + ¥p(x) ¢ também uma solugio para a

equacdo nio-homogenea no intervalo para quaisquer constantes Cie Csp.

A combinagio linear y.(X) = ¢;y;(x) + ¢y, (X) que ¢ a solugio geral da equagio
(3.6), é chamada de fungdo complementar para a equacao (3.5). Podemos dizer de uma forma
mais compacta, que a solugao geral para uma EDO linear ndo-homogénea ¢
Y =y.(x) + y,(x). (3.20)
Y = funcdo complementar + qualquer solucao particular.
Exemplo 3.12: Encontre a solu¢io geral da EDO linear ndo-homogénea y”' + 4y = 12x.
Resolucdo: Vimos no exemplo antetior que uma solucio particular de y"' + 4y = 12x ¢
Yo (x) = 3x. Agora, vamos achar a fungdo complementar, e para isso vamos considerar a EDO
homogénea associada y"' + 4y = 0. Temos que a equacio caractetistica dessa EDO ¢é m? +
4 = 0. Assim, podemos chegar facilmente que as raizes (complexas) da equacido caracteristica

serdo my = 2i e m, = —2i. Chegamos entdo, no Caso 3 de EDOs homogéneas de coeficientes
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constantes, cujo formato da solugio geral é y(x) = e (c,cos Bx + c,sen fx). Comoa = 0
e f =2, a solucio geral da EDO homogénea associada (que é a funcio complementar) é
y.(x) = cycos 2x + c,sen 2x. Logo, a solucdo geral da EDO proposta no exercicio sera
y(x) = c,cos 2x + c,sen 2x + 3x.

Nesse caso a funcao particular foi facilmente deduzida. Entretanto em muitas
situagdes, a obtengao da fungao particular ¥, () nao ¢ tao imediata assim.

Veremos adiante dois métodos praticos que sao utilizados para se obter ¥, (x). Esses
métodos sao conhecidos como o método dos coeficientes indeterminados e o método da

variacao de parametros.

METODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Como vimos, uma solu¢ao para uma EDO nio-homogénea de segunda ordem (3.5)
tem a forma (3.20). Portanto resolver (3.5) exige dois passos:

1- Achar a fungio complementar Y, (x).

2- Encontrar, seja qual for, uma solugao particular y,(x) da EDO nao-homogénea.

Um dos meios para se encontrar Y,(x) é chamado de Método dos Coeficientes
Indeterminados, que também ¢ chamado de Método dos Coeficientes a Determinar. Entretanto
existem alguns limites para esse método, pois ele s6 pode ser aplicado quando a equagao (3.5)
tem seus coeficientes constantes e g(x) se limita apenas em: um polinomio em X; uma funcao
exponencial €®*; um funcio do tipo cos kx ou sen kx; ou também na soma ou produto dessas
funcoes.

Assim g(x) é uma combinacio linear de fungdes do tipo (Zill e Gullen, 2001, p.183)
k (constante),x™, x"e** cos fx e x"e** sen fx, em que # é um inteiro nio negativo e & e
B sio numeros reais.

Essas fungdes tém a importante caracteristica de que suas derivadas de somas ou
produtos sio somas ou produtos das mesmas func¢bes. A grande jogada do método dos
coeficientes indeterminados esta na exploracao das caracteristicas dessas fungdoes, pois como a
combinacio linear das derivadas ay,"” + by, + ¢y, tem que ser identicamente igual a g(x),
assim Y, tem a mesma forma que g (x).

O método dos coeficientes indeterminados requer uma hipétese inicial sobre a forma
da solugio particular Y (x), mas com os coeficientes nio especificados. Substituimos, entio, a
expressao hipotética na equagao (3.5) e tentamos determinar os coeficientes de modo que a

equacdo seja satisfeita. Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma solugao da equagao (3.5)
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e podemos usd-la como a solu¢do patticular de Y (x). Caso contririo, se nio pudermos

determinar os coeficientes, isso significa que nao existe solugao da forma que supusemos. Nesse

caso, temos que modificar a hipdtese inicial e tentar de novo. (Boyce e Diprima, 2001, p.91).
Veremos agora o Teorema 3.7 que nos auxilia na busca da fungio particular y,(x)

(Zill e Gullen, 2001, p. 161):

Teorema 3.7 Principio de Superposicao — Equag¢oes nao-homogeneas

Sejam Yp1, Vp2,--Ypkk solugdes particulares para a EDO linear homogénea de segunda

ordem (3.5) em um intervalo I, correspondendo a £ fungdes distintas g1,92,....9x qualquer.

d?y
dx?

Isto ¢, suponha que yp; seja uma solugao particular para a EDO correspondente a, (x) +
a . ~
a,(x) ﬁ + ag(x)y = g;(x) em que /= 1,2,...k Entio, y, (x) = y,1 () + yp (x) + ... +

Vpi (x) € uma solugio particular para a, (x) % + a,(x) Z—z +ay(x)y = g,(x) + g,(x) +

oo+ 91 ().

Exemplo 3.13: Resolva
y'—y —2y = 4x2 (3.21)
Resolucio: Temos que a equagio homogénea associada é y" —y' — 2y = 0. Como vimos
anteriormente, a solucao dessa ultima equacdo chamada de funcdo complementar é y, =
cie™™ + c,e?*. Temos que g(x) = 4x? ¢ um polinémio do segundo grau. Isso nos leva a
tentar o uso do método dos coeficientes indeterminados, e supor que a funcao particular Y, (x),
também tem a forma de um polinémio de segundo grau. Entio ¥, (x) tera a seguinte forma
yp(x) = Ax* + Bx + C. (3.22)
onde A, B e Csio constantes arbitrarias pertencente aos reais.
Assim, yp(x) = 2Ax + Bey,'(x) = 2A. Substituindo esses valores na equacio (3.21),
obtemos 24 — (2Ax + B) — 2(Ax? + Bx + C) = 4x?, ou equivalentemente, —24x% +
(=24—-2B)x+ (2A—B —2C) = 4x?+ (0)x + 0. Identificando  os  coeficientes,

chegamos ao seguinte sistema

—24=4
—24-2B=0 . (3.23)
2A—B—-2C=0

As solucdes de (3.23) sdo: A = —2, B =2, C = —3. Substituindo esses valores em (3.22),

obtemos a seguinte solugio particular y, (x) = —2x% 4 2x — 3. Como a solugio geral de uma
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EDO de segunda ordem nio-homogénea é dada por y(x) = y.(x) + Yo (x), entdo teremos a
seguinte solucao geral do problema apresentado y(x) = c;e™* + c,e2* — 2x% + 2x — 3.
Observamos que em (3.22) fizemos uma suposi¢ao da forma como a fungao particular

se apresentaria. Na Tabela 3 sao apresentadas sugestOes de tentativas coerentes como essa.
Considerando, por garantia, que nenhuma fung¢ao da suposta solugdo particular y,, faca parte da

funcao complementar y, (Zill e Gullen, 2001, p. 188).

Tabela 3: Tentativas para Solugoes Particulares

g(x) Forma de y,
1. (qualquer constante) A
2. 5x+2 Ax+ B
3. 3x*-2 Ax*+Bx+C
4. x*—-x+1 Ax®*+ Bx*+ Cx+ D
5. sendx Acos4x + B sen 4x
0. cos 4x Acos4x + B sen 4x
7. e5* Ae5*
8. (9—2)e>* (Ax + B)e>*
9.  xZ%e> (Ax*+ Bx + C)e5*
10. e3*sen 4x Ae3* cos 4x + Be3* sen 4x
11. 5x%sen 4x (Ax*+ Bx + C) cos 4x

+ (Dx* + Ex + F) sen 4x

12. xe3*cos 4x (Ax + B)e3* cos 4x + (Cx + D)e3¥ sen 4x

Exemplo 3.14: Resolva y"' —y' — 2y = sen 2x. Resolucio: Ja vimos no Exemplo 3.13 que
a fungio complementar dessa equagio é Y, = ¢;e ¥ + c,e?*. Temos que g(x) = sen 2x.
Assim, a melhor tentativa para Y, segundo a Tabela 3 é

Yp = Acos2x + B sen 2x. (3.24)
Logo, y,(x)=—2Asen2x + 2B cos2x e ¥y (x) = —4A cos 2x— 4B sen 2x.

Substituindo esses valores na equagio obtemos —2(A cos2x + B sen 2x) = sen 2x ou

(2B — 6A) sen 2x + (—6A — 2B) cos 2x = (1)sen 2x + (0) cos 2x.

2B—64=1
—6A—2B =0 Resolvendo o

equivalente

Identificando os coeficientes obtemos o seguinte sistema {
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. 1 3 o

sistema obtetemos 4 = 2 © B = ~ 2 Substituindo esses valores em (3.24) obteremos a
: N . N R 1 3 .

seguinte funcdo particula da EDO ndo-homogenea y, = 2 €0s 2x — 2o Sen 2x. Assim, a

solucdo geral da EDO serd y(x) = %cos 2x — % sen2x + cie™™ + cye?*.

Veremos agora no Exemplo 3.15, que a forma suposta da solugao particular duplica
uma solucdo da equacdo homogénea associada, ou seja, ¥, ird fazer parte da fungio
complementar Y., mas por uma manipulagao algébrica podemos adulterar esse resultado.

Se a forma suposta da solugao duplica uma solugao da equagao homogénea associada,

entdo, devemos modificar a sua hipotese multiplicando a suposta solugao particular pela variavel
independente x. Em algumas situagdes, essas modificagdes nao serao suficientes (como
acontecera no proximo exemplo) para remover todas as duplicagoes das solucdes da EDO
homogénea, caso em que ¢ necessario, multiplicar por x uma segunda vez. Para uma EDO de
segunda ordem, nunca ¢ necessario continuar esse processo. (Boyce e Diprima, 2001, p. 93).
Exemplo 3.15: Resolva y” — 6y’ + 9y = 6x®+ 2 — 12e3*. Resolucio: Como vimos
anteriormente, a funcio complementar é Y, = ¢;€3* + c,xe3*. Analisando as entradas 3 e 7
da tabela, a escolha usual para uma solugao particular seria y, = Ax* + Bx + C + De*,
e pelo principio de superposicio Y, = Yp1 + Vpz, onde ¥, = Ax*+Bx+C ¢ Yp2 = De3*.
Entretanto, inspecionando essas fungdes, vemos que um termo em Yy, coincide com um termo
de Y¢. Se multiplicarmos y,, por x, notamos que o termo xe3% ¢ ainda parte de y,.. Mas
multiplicando y,,, por x?eliminamos todas as duplicagdes. Logo, a forma eficaz de uma solugio
particular é y,, = Ax* 4+ Bx + C + Dx?e3*,

Derivando esta ultima equagdo duas vezes, substituindo esses resultados na EDO e
agrupando os termos, obtemos,

Vp" — 6y + 9y, = 9Ax* + (=124 + 9B)x + 2A — 6B + 9C + 2De3*
= 6x2 + 2 —12e3*.
Segue-se dessa identidade que A = g,B = g, C = g, e D = —6. Portanto, a solucio geral y =

Ve +¥p €y(x) = c1€3* + cpxe* + gxz + gx + g — 6x%e3*,

VARIACAO DE PARAMETROS

Veremos agora nesta se¢ao outro método para determinar uma solugao particular de
(3.5). Diferente do método dos coeficientes indeterminados o método da variagio de
parametros nao se restringe a apenas algumas fun¢des ou combinagdes lineares das mesmas, ele

se aplica a todas as equagdes lineares.
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Consideramos 2 EDO linear de segunda ordem nio-homogénea (3.5), ou seja, y'' +
p(x)y' + q(x)y = f(x), onde p, q e f sio fungdes continuas dadas. Vamos supor que
conhecemos a funcdo complementar y,(x), que tem a forma y.(x) = ¢;y; (x) + ¢y, (x).

A principal ideia para acharmos uma fung¢io (solugio) particular y,(x) de (3.5) ¢
escrevermos ela da mesma forma da funcio complementar, sé que transformando os
coeficientes €1 e ¢, em fungdes Uy (X) e Uy (X) respectivamente, ou seja,

Vp(x) = ug ()1 () + up (x)y, (). (3.25)

O problema agora se resume em encontrar as funcdes Uq(X) e Uy (x). Derivando

(3.25), temos
y'(0) = uy ()1 (0) + us () y1 () + u5 (0 y2 (0) + up (1) y2 (x). (3.26)

Vamos igualar a zero a soma dos termos envolvendo uj (x) e uj(x), ou seja, vamos

supor que
uy (0)y: () + uz(0)y, (x) = 0. (3.27)
Logo a equacio (3.26) se resume a
Vp(x) = uy (x)y1 () + up (x)y, (). (3.28)
Derivando (3.28) obtemos,
Yp (1) = u3 () y1 () + uy (O)y1' () + uz )y (x) + up () v (x). (3.29)

Agora, Substituindo (3.25), (3.28) e (3.29) na equagao (3.5), e ja agrupando os termos
U, (x) e uy(x) teremos
uy () [y1' (o) + p()y1(x) + q(O)y1 G)] + uz () Lyz () + pGr)yz (x) + q(D)y, ()]
+u3 (0)y1 (o) + uz ()2 (x) = f(x).

Observamos que cada uma das expressoes entre colchetes da ultima equagio ¢ nula,
pois ambas as fun¢des ;1 (x) e y,(x) sio solu¢des da EDO homogénea (3.6). Logo, teremos
apenas

uy (0)y1 (1) + uz () y2 (%) = f (). (3.30)
As Equagoes (3.27) e (3.30) formam um sistema de duas equagdes lineares algébricas,

para as derivadas uj (x) e uj(x) das fungdes desconhecidas,

{ u ()1 (x) + uz(x)y,(x) =0
wy (1)1 (x) + ux (), (x) = f(x)

Temos que resolver o sistema para descobrir quem sdo as “incéenitas” uy(x) e us (x).
g 1 2

(3.31)

Vamos fazer isso pela regra de Cramer.

Seja A a matriz dos coeficientes de (3.31), assim
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yi(x) ¥, (x)
y1(x) 3 (x)
0 y2(x) _
fx) y3(x)

y1(x) f(x). Entio, pela regra de Cramer teremos as respectivas solucoes

detA = = y1(0)y2(x) — y2 (x)y1 (). (3.32)

y1(x) 0

Logo, detA4; = N FO0 =

=y (0f(x) e detd; =

detAl
deta’

det Ay
detA’

ui(x) = uy(x) = (3.33)

Obsetrvamos que det A = W(y1 (x),y, (x)), ou seja, det A é o wronskiano de y; (x)
e ¥, (x). Notamos ainda que a divisio por W é permitida, pois como y; (x) e ¥, (x) sio solugdes
da EDO homogénea (3.6) entao elas sao LI, e segue que o wronskiano nao se anula. Podemos

reescrever (3.33) como sendo,

LN YD) PN 21co)16))
u (%) = W) 2 () = W (y1(0),y2(x))’ (3-34)
Integrando (3.34) encontraremos as funcdes desejadas u; (x) e u,(x)
w(x) = — [ 20 gy 0wy (x) = [228O gy, (3.35)

W (1 (). y2(x)) W (1 (x),y2(x))
Finalmente, substituindo (3.35) em (3.25), obtemos uma solu¢ao particular para (3.5).

Vejamos agora esse resultado enunciado como um teorema (Boyce e Diprima, 2001, p.98).

Teorema 3.8

Se as funcdes p, q e f sio continuas em um intervalo aberto I e se as funcoes Yy, (x) e ¥, (x)
sao solucdes linearmente independentes da EDO homogénea (3.6) associada a EDO nio-

homogénea (3.5), entao uma solugao particular da equagao (3.5) é

_ Y2 (0 f () y1(Of ()
Yo () = =30 [ 5ie iy B+ 2 i ey & (5:36)

e sua solucdo geral é

y(x) = 1y (x) + 2, (%) + y,(x). (3.37)

Exemplo 3.16: Resolva y"' —2y' +y = e?. Resolucio: Notemos que a equacio homogénea
associada da EDO nio-linear ¢y — 2y’ + y = 0, cuja solugdo geral é y.(x) = c,e* + c,xe*.

Agora, para obtermos uma solugdo particular y,(x) da EDO, nio podemos usar o

X
método dos coeficientes, pois —~ nao ¢ continua em x = 0, assim temos que usar o método da

variacio de parametros, discutido nessa se¢ao. Sendo u; (X) e U, (x) os pardmetros variaveis

teremos,
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Vp = ug(x)e* + uy(x)xe*. (3.38)
Lembrando que y;(x) = e* e y,(x) = xe* e f(x) = ex—x. Decorre de (3.27) e de

(3.30) o seguinte sistema

ui(x)e* + uj(x)xe* =0
{ui(x)ex + uy(x)(e* + xe*¥) = ex_x (3:39)

Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer obtemos,
ui(x) =—-1leuy(x) = i (3.40)

Integrando as duas equagdes de (3.40) em ambos os lados da equagao e resolvendo-as,
obtemos os seguintes valores para Uy (x) e Up(x): Uy (x) = fui(x) dx = [ —1dx = —x =
u (x) = —x eup(x) = fup(x) dx = f% dx = In(x) = u,(x) = In(x).

Substituindo os valores encontrados dos parametros variaveis U;(x) e Uy (x) em
(3.38), vem y, = —xe”* + In(x)xe*. Assim, teremos a seguinte solugao geral da EDO dada:

Y=Yt
= c,e* + c,xe*—xe* + In(x) xe*
=c,e* + (c; — Dxe* + In(x) xe*
= c,e* + c3xe* + In(x) xe”,

com (CZ - 1) = C3.

APLICACOES DE EDOS NA MODELAGEM DE CIRCUITOS ELETRICOS
Veremos nesse capitulo aplicacdes de EDOs em alguns circuitos elétricos. Antes de
entrarmos na aplicagao propriamente dita, veremos alguns conceitos, e elementos de eletricidade

para nos auxiliar no nosso estudo de aplicagio.

ELEMENTOS DE UM CIRCUITO

Um circuito elétrico ¢ um modelo matematico que se comporta aproximadamente
como um sistema elétrico real (Nilsson e Susan, 2008, p. 3).

A ideia principal de um circuito € ter cargas em movimento que podem constituir um
caminho fechado. Um caminho fechado para uma carga em movimento se chama circuito.

Resolver um circuito é calcular as correntes nele. No nosso estudo analisaremos
circuitos no qual suas correntes variam com o tempo.

Em um circuito elétrico podem existir alguns elementos que possuem caracteristicas e
fungoes proprias para o mesmo. Vejamos na tabela abaixo, as grandezas envolvidas nos circuitos

do nosso estudo, com algumas informagées importantes:
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Tabela 4. Elementos de Eletricidade.

Grandeza Simbolo Unidade

f.e.m. (forca eletromotriz) — },,7 volt (V)

Indutancia ;m; henry (H)

Capacitancia —{ }7 farad (F)

Resistencia —MW— ohm (Q)
Corrente ampere (A)
Carga coulomb (C)

FORCA ELETROMOTRIZ

Uma for¢a eletromotriz (f.e.m.) ¢ qualquer dispositivo que aumenta a energia potencial
das cargas que circulam no circuito (Serway e Jewett, 1996, p.121).

De uma maneira bem intuitiva a f.e.m. indica a energia fornecida (pela bateria ou
gerador) aos elétrons.

Vejamos agora a definicio de Forca Eletromotriz:

Definigao 4.1 Forca Eletromotriz

A forca eletromotriz € de uma fonte (geradores, baterias e etc.) ¢ o trabalho 4l ou seja, a
energia recebida, por unidade de carga dg, que a fonte realiza para transferir cargas do
terminal de baixo potencial para o terminal de alto potencial. Definimos a f.e.m. da fonte

através desse trabalho:

aw
e=" (4.1)

Antes de definirmos os outros elementos dos circuitos precisamos destacar algumas
observacoes referente a f.e.m..

Se tratando de uma fonte real, quando um elétron esta inserido na fonte, ele recebe
certa quantidade de energia. Entretanto uma pequena fragao de energia é dissipada dentro da
propria fonte. Assim quando o elétron sai da fonte, sua energia é menor do que a energia
recebida. A energia real, na qual o elétron sai e esta sujeito, é chamada de Diferenca de Potencial
(d.d.p).

A defini¢ao da d.d.p. é praticamente a mesma que a Defini¢ao 4.1. O que muda
¢ que a f.e.m. nos indica a energia que o elétron recebeu, enquanto que a d.d.p. nos indica qual

a energia com que 0 Mesmo saiu.

114



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e AplicagGes

Nesse estudo vamos considerar uma fonte ideal, isto é, uma fonte na qual a energia do
elétron nao se dissipa na propria fonte, mas sim nos outros elementos do circuito do nosso
estudo (resistores, capacitores e indutores).

Para produzir uma corrente estavel precisamos de uma “bomba” de catgas, um
dispositivo que, tealizando trabalho sobre os portadores de carga, mantenha uma
diferenca de potencial entre dois terminais. Um dispositivo desse tipo é chamado de

fonte de tensdo, ou simplesmente fonte. Dizemos que uma fonte de tensio produz

uma forga eletromotriz €, o que significa que submetemos os portadores de carga a
uma diferenga de potencial (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 167).

CORRENTE ELETRICA

A f.e.m. é responsavel por gerar a corrente elétrica no circuito. A corrente elétrica ¢ o
movimento ordenado das particulas com cargas elétricas.

Sio inumeros os efeitos da corrente elétrica, por exemplo, nas instalagdes elétricas
prediais e residenciais, tendo uma corrente elétrica, a lampada se acende e se aquece com certa
intensidade. Outro exemplo esta ligado a um fenémeno natural, o raio ¢ uma corrente elétrica
que pode existir entre nuvens ou entre nuvens e o solo.

Por convencio, o sentido da corrente em circuitos elétricos ¢ oposto a0 movimento
dos elétrons. A seta da corrente ¢ desenhada no sentido em que portadores de carga positivos

se moveriam, mesmo que os portadores sejam negativos ¢ se movam no sentido oposto

(Halliday, Resnick e Walker,2009, p. 142).

Definigao 4.2 Corrente Elétrica

Se uma carga dg passa para um plano hipotético em um intervalo de tempo df a corrente [

nesse plano ¢ definida como

]
=< (4.2)

RESISTENCIA

Podemos observar que quando ligamos certos fios condutores a uma mesma fonte,
normalmente é de se esperar uma diferenca de correntes nesses fios condutores. A ideia da
resisténcia esta ligada a dificuldade que a corrente apresenta em sua passagem pelo condutor.
Um condutor cuja fungdo em um circuito é oferecer certo tipo de resisténcia é chamado de
resistor.

Vejamos a defini¢ao a seguir sobre Resisténcia (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p.
147):

|Definigﬁo 4.3 Resisténcia

115



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e AplicagGes

Medimos a resisténcia entre dois pontos de um condutor aplicando uma d.d.p. V (V = ¢)

entre esses pontos e medindo a corrente I resultante. A resisténcia R é dada por

R=% (4.3)

CAPACITANCIA

O capacitor ¢ um dispositivo que ¢ usado para armazenar energia elétrica. Duas placas
isoladas entre si, uma tera uma carga +Q e outra —Q, e ambas terdo o mesmo valor absoluto.
Esse ¢ a caracteristica basica de qualquer capacitor.

Sdo os capacitores, por exemplo, que armazenam a energia para se ter o flash com o
brilho intenso de uma camara fotografica, pois, por si s, as baterias (pilhas) ndo tém energia
suficiente para serem usadas diretamente, devido ao fato de que a mesma, s6 oferecer energia
a0Ss poucos.

A quantidade de carga que um capacitor consegue armazenar ¢ chamada de
capacitancia. A capacitancia ¢ uma medida da quantidade de carga que precisa ser acumulada
nas placas para produzir uma d.d.p. entre elas.

Vejamos a defini¢ao a seguir sobre Capacitancia (Tipler e Mosca, 2009, p.109):

Definigao 4.4 Capacitancia

A razao da carga ¢ pela d.dp. V (V =€) entre os dois condutores é denominada de

capacitancia do capacitor:

C = % (4.4)

INDUTANCIA

A indutancia é um parametro do circuito utilizado para descrever o indutor.

O indutor é um elemento do circuito sujeito a uma d.d.p. que pode ser utilizado para
produzir um campo magnético desejado e armazenar energia nele. O indutor é representado

graficamente por uma espiral (fio enrolado).

Um indutor é um componente elétrico que se opde a qualquer alteragéo na corrente
elétrica. B composto de um condutor espiral, enrolado em um nuicleo de suporte cujo
material pode ser magnético ou ndo-magnético. O comportamento dos indutores é
baseado nos fenémenos associados a campos magnéticos. A fonte do campo
magnético sdo cargas em movimento, ou corrente elétrica. Se a corrente variar com
o tempo, o campo magnético variara com o tempo. Um campo magnético que varia
com o tempo induz uma tensio em qualquer condutor imerso no campo. O
pardmetro indutincia relaciona a tensdo induzida com a corrente (Nilsson e Susan,

2008, p. 131).
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Se a corrente que atravessa o indutor varia, logo o fluxo magnético no nucleo das
espiras também ira variar, e pela lei de Faraday ocorrera uma f.e.m. induzida €, no indutor. Isso

se chama auto-inducio, e a f.e.m. induzida €, recebe o nome de f.e.m. auto-induzida.

Definigao 4.5 Indutancia

A indutancia L de um indutor ¢ uma constante relacionada comad.d.p.V (V = g1) e coma

taxa de variacao da intensidade da corrente elétrica em relagdao ao tempo:

g, =L, (4.5)

LEIS KIRCHHOFF
Existem duas leis classicas de Kirchhoff (Halliday, Resnick e Walker,2009, p. 170,1706):

Lei das tensoes (Regra das malhas)

A soma algébrica das diferencas de potencial em uma malha fechada ¢ zero.

Lei das correntes (Regra dos noés)

A soma algébrica das intensidades de corrente elétrica que chegam em um né de um circuito
elétrico ¢ igual a soma algébrica das intensidades de corrente elétrica que saem do mesmo né

neste circuito elétrico.

No restante desse capitulo apresentamos a modelagem de alguns circuitos elétricos em
série, utilizando EDOs. Estes estudos foram baseados nas referéncias Halliday, Resnick e

Walker (2009), Nilsson e Susan (2008), Serway e Jewett (1996) e Tipler e Mosca (2009).

CIRCUITOS RCEM SERIE

Consideramos um circuito em série com uma f.e.m. € uma resisténcia R, uma
capacitancia C e uma chave §. Na Figura 4.1 a chave § esta aberta, ou seja, o circuito nao esta
fechado, o que resulta na auséncia da corrente elétrica 7z Entretanto quando a chave ¢ ligada no
ponto 4, o capacitor C comega a ser carregado através do resistor R, pela corrente 7 Depois que
o capacitor esta totalmente carregado, a chave § é deslocada para o ponto &, descarregando

assim o capacitor.

117



Caminhos da Matematica: Histéria, Educacido e AplicagGes

Figura 4.1. Circuito RC aberto.

Analisaremos matematicamente o circuito RC quanto ao carregamento do capacitor e
seu descarregamento, modelando suas EDOs na variavel tempo, onde nos preocuparemos com

o interesse de sabermos o valor da carga e da corrente no instante 7

CARREGANDO UM CAPACITOR
Admitiremos que o capacitor esteja inicialmente descarregado.
Se a chave for fechada para o ponto « (Figura 4.2) no instante t = 0, a carga comega

a fluir, e se estabelece uma corrente no circuito, dando inicio ao carregamento do capacitor.

a
B ¥

[ Ee—

Figura 4.2. Circuito RC fechado em a.

Observamos que, durante esse processo de carregamento, as cargas nao passam através
do capacitor, pois o espaco entre as placas constitui uma interrup¢ao no circuito. O que acontece
na verdade ¢ a transferéncia de cargas de uma para outra placa através do resistor, da chave e da
bateria, até que o capacitor adquira a plena carga. O valor da carga maxima depende da f.e.m.
da bateria. Uma vez atingida esta carga maxima, a corrente no circuito é nula.

A fim de fazer uma discussao quantitativa, vamos aplicar a regra das malhas de

Kirchhoff, ao circuito depois de a chave ter sido fechada. Isto nos da

e—iR—-7=0, (4.6)
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onde /R é a queda de potencial no resistor, e q/C a queda de potencial no capacitor. Obsetrve
que ¢ e 7 sao valores instantaneos da carga e da corrente, respectivamente, durante o processo
de carga do capacitor.

Podemos usar a equacio (4.0) para achar a corrente inicial no circuito e a carga maxima
no capacitor. Em t = 0 quando a chave ¢é fechada, a carga do capacitor ¢ zero, e pela equagio
(4.1), vemos que a cotrrente inicial no circuito iy é no maximo e igual a

ip = % (cotrente em t = 0). (4.7

No instante em que a chave § ¢ fechada a queda de potencial ocorre inteiramente no
resistor. Depois, quando o capacitor estiver com a sua carga maxima (), cessa 0 movimento das
cargas, a corrente no circuito ¢ nula, e a queda de potencial ocorre inteiramente no capacitor. A
substitui¢ao de i = 0 na equagio (4.6) nos dara a seguinte expressio para O

Q = C¢ (carga maxima). 4.8)
ou seja, a equagao (4.8) indica que essa carga ¢ a carga de saturacao do capacitor.

A fim de determinar a expressao analitica da dependéncia temporal da carga e da
corrente, devemos resolver a equagao (4.6), uma equagdo com duas variaveis com ¢ ¢ 7 Para

efetuar esta resolucao, vamos derivar a equagao (4.1) em relagao ao tempo

%(s—iR—E)=it(0)=>0—R_.—__=0-

. dq 1. -~
Lembrando que i = v podemos reescrever a ultima equagao como sendo

di i
R—+-=0. 4.9
ac T ¢ (*+9)
Essa dltima expressao ¢ uma EDO de primeira ordem, a qual se encaixa na classe de

variaveis separaveis da secgdao 2.2.1 do Capitulo 2. Logo podemos reescrevé-la como sendo

di 1
T =——dt. (4.10)

4

Basta agora resolvermos essa equagao para acharmos a corrente em func¢ao do tempo,

tendo como o seguinte PVI:

di 1
T TR (@11)
l(O) = io.
Uma vez que R e C'sao constantes, (4.10) pode ser integrada em ambos os lados. Assim
di 1
T Ef dt
. t
In(i) = — RC +k

onde £ ¢ a constante de integracao. Aplicando a exponencial em ambos os lados dessa dltima

€Xpressao, teremos
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eln(i) — e(—t/RC)+k
i = e t/RCok,

como e¥ é uma constante, podemos troci-la por outra constante generalizada qualquer.
Tomando w = e¥, e substituindo-o na tltima expressio, obtemos a seguinte solucio geral de
(4.9):

i = we t/RC, 4.12)
Aplicando o PVI em (4.12),i = we /R¢ = ) = we® = i; = w, teremos a seguinte solucio
particular de (4.9)

[ = ige t/RC, (4.13)

Substituindo (4.7) em (4.13) chegamos na seguinte expressio para a corrente do

circuito no instante t:

i(t) = —et/ke. (4.14)

Fazendo uma analise temporal da equagao (4.14):

. Quandot=0=>i=%;

¢ Quandot —> o0 =i — 0.
Isso demonstra a caracteristica de um capacitor em um circuito elétrico. Quando t =
0 ¢ como se o capacitor nio existisse, ou seja, ¢ como se ele fosse apenas um fio. Entretanto,
quando t — ©0 é como se o capacitor fosse uma “chave aberta” para o circuito, interrompendo

assim a cotrente elétrica.

. ~ .. . d
Vamos achar agora a carga no capacitor em funcio do tempo. Substituindo i(t) = d—z

na equagao (4.14), temos a seguinte EDO separavel:

44 _ £ ,-t/RC. (4.15)
dt R

Podemos reescrever (4.15) da mesma forma que a modelagem anterior. Separando as

variaveis g e # obtemos,
dq = —e™t/R¢ dt (4.16)

que esta sujeita ao seguinte PVI:

dq = Ze t/RC gt
R 4.17)

q(0) = 0.

Integrando (4.16) em ambos os lados da equagdo teremos

£
qu = fﬁe‘t/RC dt.
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Para integrarmos o segundo membro desta expressio, usamos a relagio bem

: _ 1 _ :
conhecida [ e~ dx = —=e~** com isso

£
qu = fﬁe‘t/RC dt

&
q= —RCEe_t/RC + k.

De onde chegamos, na seguinte solucao geral de (4.15)
q=—Cee t/RC + k (4.18)
onde £ ¢ a constante de integracao.
Aplicando o PVI em (4.18)
0=—Cee VRC + k
0=—-Ce+k
Ce = k. (4.19)
Substituindo (4.19) em (4.18) obtemos a seguinte solu¢ao particular de (4.15):
q = —Cee™t/RC 4+ Cs
q = Ce(1 — e t/RC) (4.20)
Substituindo (4.8) em (4.20) teremos a seguinte expressio para o carregamento do

capacitor no instante t:

q(t) = Q(1 — e7t/%C). (421)
Podemos fazer uma analise temporal da equagio (4.21), confirmando
matematicamente o que foi dito anteriormente sobre a carga do capacitor:
e Quandot=0=q=0;
¢ Quandot —o=>qg—(Q
O produto RC que aparece nas Equagoes (4.14) e (4.21) tem dimensao de tempo e
recebe um nome especial. Tal produto é chamado de constante de tempo capacitiva, que cuja

representacao ¢ a letra grega T (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 183):

T=RC. (4.22)

Notemos que se substituirmos no instante t = T = RC na equagao (4.14), obtemos
& RC & &
i(t)y=—=e RC=—=¢ 1 =0,37—-.
© R R R

Isso significa que no instante T (a primeira constante de tempo) a corrente decaiu 37%
do seu valor (Figura 4.3). Do mesmo modo, se substituirmos no instante ¢ =T = RC na

equacio (4.21) obtemos: q(t) = Q(l - e_(RC)/RC) =Q(1—-e1)=0,630
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Isso significa que no instante T (a primeira constante de tempo) a carga do capacitor

aumentou de 0 a 63% do seu valor final (Figura 4.4).

B

(4 t

0,63Q

e
-_—

T t

Figura 4.4. Carga do capacitor durante o carregamento do capacitor.

Podemos reescrever a equagao (4.4) como sendo
q=CV (4.23)
t
¢ substituindo (4.23) em (4.20) CV(t) = Ce (1 - e‘ﬁ) ouV(t) = g(1 — e~t/R%), obtemos a
seguinte expressao para a d.d.p. entre as placas do capacitor durante o processo de carregamento
V.(t) = e(1 — e t/RC). (4.24)
Fazendo a analise temporal da equagao (4.24):
e Quandot=0=>1V,=0

¢ Quandot — o=V, — &

DESCARREGANDO UM CAPACITOR
Vamos considerar agora que o capacitor da Figura 4.2 esteja totalmente carregado. Com

isso, a carga inicial do capacitor ¢ a sua carga maxima @y, onde na placa superior temos a carga
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+Q e na placa inferior temos — Q. Como vimos anteriormente, o valor inicial da d.d.p. V do
capacitor se iguala com a da f.e.m. € do circuito.

Supondo que em um novo tempo t = 0 a chave § da Figura 4.2, seja deslocada do ponto
a para o ponto b, iniciando assim, o processo de descarga do capacitor através da resisténcia R.

Vejamos isso na figura abaixo

— 5
T i i(
|+ +J,
€ c——
'Qo

Figura 4.5. Circuito RC fechado em b.

Vamos agora achar primeiro a expressao temporal da carga, para depois acharmos a
corrente. Aplicando a regra das malhas de Kirchhoff ao circuito depois de a chave ter sido
fechada, teremos

iR+7=0. (4.25)

Lembrando que a f.e.m. & agora ¢ nula, pois ela ndo esta mais no circuito e por isso igualamos
essa ultima a zero.

Substituindo (4.2) em (4.5) obtemos a seguinte EDO:

R +1=0. (4.26)
A equagao (4.26) é uma EDO de primeira ordem de variaveis separaveis. Separando
suas variaveis, teremos
dq dt
¢ RC
Como ja vimos anteriormente, a solucdo geral de (4.26) sera
q = e t/RCek,
Basta agora acharmos a solu¢do particular de (4.26) para definirmos a expressiao
quantitativa da carga em func¢ao do tempo. O PVI, durante o descarregamento do capacitor é:
{Rﬂ+1=0
at c

4.27
q(0) = Q. 420
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Resolvendo (4.27), achamos a seguinte expressao para a carga em fung¢ao do tempo,

referente ao descarregamento do capacitor no circuito:

q(t) = Qoe /RC. (4.28)
Lembrando que, Qo = CVj € a carga inicial e maxima do capacitor.
Fazendo a analise temporal da equacao (4.28):
e Quandot=0=>q =0,
e Quandot — o0 =q — 0.

Para acharmos a expressao para a corrente, basta derivarmos (4.28) em relagao ao

a a — 1e:
tempo, desse modo teremos % = (Qoe t/RC). Notemos que, o lado esquerdo dessa ultima
, . o . d . .. .
¢ a cotrente 7 Logo substituindo i(t) = d_Z’ e derivando o lado direito, chegaremos na seguinte

Q

expressio: i(t) = —ée_t/ RCO sinal negativo representa a ideia da direcio oposta da

corrente, em relagdo ao carregamento do capacitor.
Na andlise posterior que faremos da equacdo (4.29), notaremos que a corrente inicial
. Qo . . . .
do circuito ¢ iy = = /\ssim, teremos a seguinte expressao para a corrente no instante ¢ durante

a descarga do capacitor:
i(t) = —ige t/RC, (4.29)
Fazendo a analise temporal da equagao (4.29):
¢ Quandot=0=i=— g—z (corrente inicial)
¢ Quandot — o0 =i—0.
Podemos observar que a carga no capacitor (Figura 4.6) governada pela equagao (4.28)

e da corrente (Figura 4.7) governada pela equagao (4.29), decrescem exponencialmente a uma

taxa caracterizada pela constante tempo T = RC. Vejamos abaixo esses graficos:

>

T t

Figura 4.6. Carga do capacitor durante o descarregamento do capacitor.
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iA

io

0,371,

>

T t

Figura 4.7. Corrente no circuito durante o descarregamento do capacitor.

CIRCUITOS RL EM SERIE
Consideramos um circuito em séric com uma forca eletromotriz €, um resistor de
resisténcia R, um indutor com uma indutancia L. e uma chave §. Na figura 4.7 a chave § esta

aberta, ou seja, o circuito nao esta fechado, o que resulta na auséncia da corrente elétrica .

Figura 4.7. Circuito RL aberto.

Quando a chave § ¢ deslocada para o ponto « (Figura 4.8), com a presenca do indutor,
uma f.e.m. & = L di/dt auto-induzida aparece no citrcuito, cuja polaridade é oposta a f.e.m. da
fonte €. Nessa situacao, e de acordo com a lei de Lenz, €, vai se opuser ao aumento da corrente
no circuito. Assim a corrente 7 fica no meio desse jogo entre a d.d.p. da fonte e a da induzida.

Com o passar do tempo a d.d.p. €, diminui, aumentando assim a corrente 7 através do
resistor R, chegando a expressio maxima £/R.

Se removermos bruscamente a fonte € do circuito da Figura 4.8, deslocando a chave §
pata a posicao b (Figura 4.10), depois que a corrente ja estd no seu valor maximo, a corrente ird
diminuir, mas nao instantaneamente. Desse modo a corrente no resistor cai para zero
gradativamente.

Generalizando, inicialmente o indutor se opoe a qualquer variagiao da corrente que o

atravessa. Apos um tempo suficientemente longo ele se comporta como um fio comum
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(Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 281). Depois que retiramos bruscamente a f.e.m. do
circuito, a corrente tenderd a zero com o passar do tempo.

Vamos determinar agora a expressao analitica da dependéncia temporal da corrente no
circuito R, quando a chave § da Figura 4.7 é deslocada para o ponto a. Vejamos a figura

abaixo:

Figura 4.8. Circuito RL fechado em a.

Aplicando a regra das malhas de Kirchhoff, depois de a chave ter sido fechada teremos

a seguinte EDO ja remanejada:
di ,
L P Ri =e. (4.30)
A equagao (4.30) ¢ uma EDO linear de primeira ordem. Podemos resolvé-la da mesma

maneira como foi apresentada na secgao 2.2.4. Colocando-a na forma (2.34) obtemos
(4.31)

O fator integrante u(t) de (4.31) sera u(t) = e**/L. Multiplicando (4.31) pelo fator

integrante obtemos,

ptR/L (ﬂ n Bl) _ LtR/L (i)

dt L L
et.R/Lﬂ 4 otR/L Bi — otR/LE
dt L L
Como sabemos essa ultima expressao resulta em
d , £
—(etR/Li) = etR/L-, (4.32)

Integrando (4.32) em ambos os membros da equagido e isolando 7 obtemos

d £
tR/L; _ tR/L S
f It (e L) dt f e I dt
etR/Lj = ;f etR/L dt

etR/L} = %et.R/L +k
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Chegamos entio na solucio geral de (4.30)
i(t) =~ + ke tR/L, (4.33)
Resolvendo o PVI dado, cuja condigio inicial é i(0) = 0, obteremos
&
k=-— T (4.34)

Substituindo (4.34) em (4.33) teremos a expressao para a corrente no circuito instante

i —&(1 _ ,—tR/L
it)=-(1-e ). (4.35)
Fazendo a analise temporal da equacgao (4.35):
e Quandot =0 = i = 0 (corrente inicial)
. Quandot—>00=>i—>§.

A constante de tempo T para o circuito RL ¢ dada por

L
r=% (4.36)

e, ¢ chamada de constante de tempo indutiva (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 282).
Da mesma maneira como discutimos no circuito RC, T tem dimensio de tempo. Se
substituirmos (4.36) em (4.35) obtemos

(2)=5(1-eF) =1 -e) = 0637
lR —R e _R e _ ) R'

Logo, a constante de tempo T no circuito RLL é o tempo necessario que a corrente 7
precisa para atingir 63% do seu valor final €/R.

Graficamente temos a curva caracteristica da corrente no circuito da Figura 4.8:

|

T t

Figura 4.9. Corrente no circuito R com a fonte &.
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Vamos supor agora que depois de a corrente ter atingido seu valor maximo (Figura
4.8), a chave seja deslocada da posicio a para a posicio b (Figura 4.10). Isso vai fazer com que
a f.e.m. seja “desconectada” no circuito.

Para que nio haja uma variacio brusca da cotrente é preciso que a ligacdo no ponto b

seja feita antes de a ligacio no ponto a seja interrompida; uma chave capaz de realizar essa

opera¢ao ¢ chamada de make-before-breack (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 283).

Figura 4.10. Circuito RL fechado em b.

Nesse novo momento do circuito, a corrente decresce, mas nao instantaneamente e
sim exponencialmente.
Segundo a regra das malhas de Kirchhoff, a expressio analitica da dependéncia

temporal do decrescimento da corrente no circuito sera:
di ,
LE + Ri = 0. (4.37)
Reparamos que (4.37) ¢ quase igual a (4.30) o que muda ¢ que neste caso € = 0. A

equacdo (4.37) ¢ uma EDO de primeira ordem com variaveis separaveis. Separando suas

variaveis obtemos
S=-Zadt. (4.38)

Integrando (4.38) em ambos os membros da equagio e resolvendo-a, obtemos

fdi_f Rdt
i L

] R
ln(t)——zt+k

R
- —Zt+k
eln(t) el

R
. —t+k
i=eL

i(t) = we L. (4.39)

No caso trocamos e por w.
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Logo, (4.39) ¢ a solugao geral de (4.38). Podemos achar agora a solugao particular de
(4.38). As condicbes iniciais sao i(0) = %, que ¢é a corrente inicial iy desse novo momento do
circuito. Desse modo, pelo PVI apresentado, temos
& .
== W=l (4.40)
Substituindo (4.40) em (4.39) obtemos a expressio para a diminui¢iao da corrente no

circuito da Figura 4.10 no instante t:

i(t) = ige tR/L, (4.41)
Fazendo a analise temporal da equacgao (4.41):
e Quandot =0 = i = ij (corrente inicial)
¢ Quandot — o0 =i—0.

Graficamente temos a curva caracteristica da corrente no circuito da Figura 4.10:

&/R

0,37¢/R | ‘
" B
T t

Figura 4.11. Corrente no circuito RL sem a fonte &.
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CIRCUITOS LCEM SERIE

Vamos analisar agora a combinagao de dois elementos em um circuito: capacitor e o

indutor (Figura 4.12)

+Qo
L &
-0,

Figura 4.12. Circuito L.C aberto.

Nesse circuito a carga, a corrente ¢ a d.d.p. ndo crescem ou decrescem
exponencialmente com o tempo. O que acontece sao oscila¢des senoidais com um periodo T e
uma frequéncia angular w.

As oscilagbes que ocorrem no campo elétrico do capacitor e no campo magnético do

indutor sio chamadas de oscilagdes eletromagnéticas (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p.

305).

Vamos considerar que o capacitor da Figura 4.12 esteja totalmente carregado com uma
carga inicial Q. Se fecharmos a chave S (Figura 4.13), uma corrente 7 passara pelo indutor que

o qual ird comegar a armazenar uma energia.

L]
L ]

+Qo
L 7
-0

Figura 4.13. Circuito L.C fechado.

Vamos definir agora as energias que sio armazenadas no capacitor e no indutor

(Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 305).

Definigio 4.6 Energia armazenada em um capacitor em qualquer instante

A energia armazenada no campo elétrico de um capacitor com capacitancia C e com uma

determinada carga ¢ num certo instante é dada por

Ug =+ (4.42)
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Definigdo 4.7 Energia armazenada em um indutor em qualquer instante

A energia armazenada no campo magnético em um indutor com indutancia I e com uma

determinada corrente 7 num certo instante ¢ dada por

Up == (4.43)

A energia U total armazenada em qualquer instante em um circuito L.C oscilante é a
energia total no capacitor mais a energia total no indutor em certo instante:

U=Ug+ Ug. (4.44)

Li?  q* . o
+ —. Derivando essa dltima

Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.44) obtemos U = 5 t

~ av _ d (Li® 2 . di d
em relagao ao tempo teremos — = — (— + q—) =0=Li—+17
dat dt \ 2 2C dat cdt

Como i = Z—Z essa ultima equacao fica
TNy
0=Li Z Tt (4.45)
Dividindo (4.45) por 7 em ambos os lados, chegamos em L Z—i +% = 0. Lembrando

di d*q o N .
que—-=—, podemos reescrever essa ultima equacao, como sendo a seguinte EDO de segunda

ordem homogénea que descreve o circuito LC:

2
P P (4.46)
Como vimos no Capitulo 3, essa dltima equagao é uma EDO linear e homogénea com

coeficientes constantes. A equag¢ao auxiliar de (4.46) é
Lm? + == 0. (4.47)
Resolvendo (4.47), teremos as seguintes raizes complexas conjugadas
m, = i/VLC
m, = —i/VLC.

Assim, a solugao geral de (4.46) se encaixa no Caso 3 da segao 3.3.2. Logo a solucao

geral de (4.46) é

q(t) = clcos\/%t + c,sen %t. (4.48)
Chamando w = \/%, que ¢ a freqiiéncia angular das oscilagdbes no circuito L.C, e

substituindo-a em (4.48), obtemos a seguinte expressio

q(t) = cycos wt + c,sen wt. (4.49)
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Vamos achar agora a solugdo particular. Para isso analisamos o PVI do circuito. As

condi¢des inicias sao:

q(0) = Qo
, 4.50
{q (0) =0. 20
Derivando (4.49) em relacao ao tempo, teremos:
d d
d_(t] =7 (cicos wt + csenwt)
Z—‘Z = —c,w sen wt + c,w cos wt. (4.51)

Substituindo q(0) = Q em (4.49) temos
Qo = c1c0s w. (0) + cysen w. (0)
0 =¢1(1) + ¢,(0)
¢1 = Qo. (4.52)
Substituindo agora (4.52) e q'(0) = 0 em (4.51) temos
0 =—(Qy)w sen w(0) + c,w cos w(0)
0=cw
¢, = 0. (4.53)
Obteremos assim, a seguinte expressao para a carga no oscilador L.C:

q(t) = Qycos wt. (4.54)

A equagao (4.54) nos mostra que @ é a amplitude da carga (Figura 4.14).
q A

o

Figura 4.14. Carga no circuito LC.

Notemos que a equagao (4.51) na verdade é a solugdo geral da corrente no circuito no
instante 7 Substituindo entao (4.52) e (4.53) em (4.51) obteremos a seguinte expressio para a

corrente no circuito
i(t) = —wQysen wt. (4.55)

A equacio (4.55) nos mostra que wQq ¢ a amplitude da corrente no circuito (Figura

4.15).
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Figura 4.15. Corrente no circuito L.C.
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CIRCUITOS RLCEM SERIE — OSCILACOES AMORTECIDAS
Um circuito que tem um capacitor, um resistor ¢ um indutor, ¢ chamado de czreuito

RI.C. Vamos analisar o circuito do tipo da Figura 4.16.

W

R

Figura 4.16. Circuito RLLC amortecido.

Se tivéssemos uma f.e.m. introduzida no circuito da Figura 4.16, as oscilagdes seriam
ditas como forgadas. (Halliday, Resnick e Walker, 2009, p. 315).

Nesse caso, a carga no circuito ird oscilar entre o capacitor e o indutor como vimos
nos circuitos LLC. Entretanto certa quantidade de energia ¢ dissipada no resistor, o que resultara
progressivamente na diminuicao das oscilagdes. Logo a energia total do circuito nao ¢é constante,
pois diminui com o tempo. O que nos leva a concluir que as oscilagdes da carga, da corrente e
da d.d.p. diminuem continuamente de amplitude, dizendo assim que as oscila¢es nesse circuito
A0 amortecidas.

Aplicando a regra das malhas de Kirchhoff no circuito da Figura 4.16, teremos

di .1
LE+RL+ECI=O' (4.56)
Diferenciando (4.56) uma vez em relagao ao tempo 7 Teremos
d?i di |, 1dq _
LE+Ra+EE—O. (4.57)

, d . . .
Como 1 = d—z, obtemos a seguinte EDO de segunda ordem que descreve o Circuito RLC

amortecido:

dzi di | 1.
Lﬁ'{'Ra'{'El—O. (458)
Teremos trés possibilidades para a solugio geral de (4.58). Cada uma dessas

possibilidades depende do valor do discriminante da equagao auxiliar da mesma abaixo
Lm?+ Rm +== 0. (4.59)
As raizes m, , de (4.59) em fungao dos elementos do circuito serao:

2L

1O

my, =
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ou
R R\? 1
m,=-2t |(5) - (4.60)
Chamando
w? = % e & = ZR;L,

podemos reescrever a equagao (4.60) como sendo

ml,z = _6 i V(SZ - (1)2. (461)

A resposta da corrente nesse circuito terd trés casos distintos (Nilsson e Riedel, 2008,

p. 215): Superamortecida; Subamortecida; Criticamente amortecida.

Caso 1: Superamortecida (w? < §2)
Nesse caso teremos duas raizes distintas negativas e reais mq e m,. Portanto, conforme

vimos no Capitulo 3, na sec¢ao 3.3.2, a solucao geral de (4.58), nesse caso sera:
i(t) = c,e™t + ce™2t, (4.62)

onde ¢qe €, sao constantes arbitrarias. Vejamos o comportamento de (4.62) na Figura 4.17:

Figura 4.17. Corrente superamortecida.
Podemos notar que a corrente aumenta e depois tende para zero conforme o tempo

aumenta.

Caso 2: Subamortecida (w? > §2)
Nesse caso teremos duas raizes complexas conjugadas: m; = =8 + wgiem, = 6§ +

wg4i, onde wy = Vw? — §2.

Portanto, conforme vimos no Capitulo 3, na secgao 3.3.2, a solugao geral de (4.58),

nesse caso sera:
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i(t) = et (c,cos wyt + cy5€n w,t). (4.63)

Vejamos o comportamento de (4.63) na Figura 4.18:

Figura 4.18. Corrente subamortecida.

Podemos notar que a corrente oscila e diminui fortemente tendendo para zero

conforme o tempo aumenta.

Coso 3: Criticamente amortecida(w? = §?)
Nesse caso teremos apenas uma raiz real . Essa unica raiz terd a seguinte expressao:

R —
2L

Portanto, conforme vimos no Capitulo 3, na sec¢ao 3.3.2, a solugao geral de (4.58)

m = —6.

nesse caso sera:

i(t) = (cq + cpx)e™%, (4.64)
sendo €qe ¢, constantes arbitrarias.

Vejamos o comportamento de (4.62) na Figura 4.19:
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/

Figura 4.19. Corrente criticamente amortecida.

O comportamento da corrente nesse caso ¢ semelhante com a do primeiro caso.
Entretanto nesse caso, a corrente tem um aumento mais significante e demora um pouco mais
para ser dissipada.

Assim, vimos como alguns circuitos elétricos simples sao modelados por meio de
equacOes diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordem. Podendo, com base nas EDOs

usadas, estudar o comportamento de alguns componentes desses circuitos.

CONSIDERACOES FINAIS
Neste trabalho de conclusio de curso, com o objetivo de estudar a modelagem de

circuitos elétricos, foram estudadas equacOes diferenciais ordinarias de primeira e segunda
ordem. Foram estudados métodos de resolucio de EDOs e suas caracteristicas. Possibilitando
assim a boa compreensiao da modelagem dos circuitos elétricos estudados.

Podemos notar a importancia das equagdes diferenciais como ferramentas para
resolugdes de diversos problemas envolvendo fenémenos fisicos, dentre esses estao os circuitos
elétricos, objeto do nosso estudo de aplicagao.

Notemos ainda que ao modelarmos os circuitos elétricos apontados, precisivamos
primeiramente entender como que se comportava o fenomeno fisico. As modelagens foram
construidas em de acordo com a regra das malhas de Kirchhoff, que serviu de alicerce para as
mesmas.

Por isso, entender como um fendémeno fisico se comporta e identificar as variaveis
relevantes, é fundamental para a modelagem usando as EDOs.

O toque de classe da ciéncia é a previsibilidade das coisas através da matematica. A
previsdao que fizemos para saber qual o valor da corrente em um determinado instante, s6 é mais

um dos inumeros exemplos de modelos matematicos usando as EDOs.
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As equagodes diferenciais sendo ordinarias ou nao, sao bons exemplos das interagoes
entre a matematica e as outras ciéncias e continuam tendo ainda varias aplicagdes por serem
descobertas, pois sempre haverda um fenomeno fisico cujo comportamento depende de taxas de

variagoes.
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