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Apresentação 

 
As principais vertentes no estudo das ciências da matemática são: história da 

matemática, aspectos relativos ao ensino e aprendizagem da disciplina, o estudo da 
matemática por si mesma, denominada de matemática pura e também as aplicações das 
teorias matemáticas. 

Neste livro são apresentadas discussões sobres questões relativas a história da 
matemática, a educação e aplicações.  

No primeiro tópico, os autores elaboram um texto que resgata a história do primeiro 
matemático brasileiro a obter o doutoramento, destacando suas principais contribuições.  

No segundo tópico, é apresentada uma pesquisa sobre o ensino/aprendizagem da 
disciplina de matemática financeira no nível superior, empregando a metodologia de ensino 
e avaliação Team Based Learning. 

Mesclando os tópicos de aplicação e educação, temos um trabalho sobre as funções 
e equações exponenciais e logarítmicas, tratando um pouco sobre seu desenvolvimento e 
importância históricos e sua utilização até os dias atuais. 

Por último, relativo ao tópico de aplicação, duas pesquisas ilustram diferentes teorias 
matemáticas, concernentes a análise de dados e equações diferenciais, exibindo suas 
aplicações na análise de sinais de voz e estudo de circuitos elétricos, respectivamente. 

Assim sendo, este livro trilha apenas uns pouquíssimos caminhos construídos pela 
matemática. Pretendemos que esta obra seja ampliada para que esta disciplina tão essencial 
para o desenvolvimento da ciência possa ser melhor compreendida em suas mais diferentes 
abordagens. 

 
 

Bruno Rodrigues de Oliveira 
Alan Mario Zuffo 

Jorge González Aguilera 
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Capítulo 4 
 

Extração de Características em Sinais de Voz por 

meio da Análise de Componentes Independentes 
 

Bruno Rodrigues de Oliveira1*

 

INTRODUÇÃO 

Dentre os algoritmos de aprendizagem não supervisionados utilizados nas pesquisas de 

processamento de sinais, ICA (Independent Component Analisys) tem despertado bastante interesse 

na comunidade científica. Seu sucesso se deve em parte, a sua extensa aplicabilidade nos mais 

variados problemas, dos quais: 1. Separação cega de sinais de voz, de imagens, de instrumentos 

musicais, e também aplicações médicas como análise de EEG (Eletroencefalograma), ECG 

(Eletrocardiograma), ECG fetal, onde os sinais são obtidos misturados em cada eletrodo; 2. No 

estudo de séries temporais de dados financeiros com o objetivo de detectar anomalias, 

fornecendo o real impacto do retorno anormal (Franco, 2008); 3. Extração de características 

dos sinais, que permite, por exemplo, reconhecimento de locutor, de fonemas e caracteres 

(Kwon e Lee, 2004), redução de ruído (Lee et al., 2000) e compressão. 4. Na área de 

processamento de texto combinado a linguística, na extração de conceitos, onde um conceito é 

visto como uma combinação linear de verbos e predicados, e a análise de componentes 

independentes extraí informações sobre as relações dos verbos e substantivos (Chagnaa et al., 

2007).  

Outra peculiaridade do método ICA e que também contribuiu para sua popularização, 

é que ele utiliza estatísticas de ordem superior a dois, como a curtose. Tais estatísticas possuem 

melhores informações sobre as características dos sinais, pois estatísticas de ordem elevada 

capturam melhor a variabilidade dos dados (Ozawa e Kotami, 2014). Vários trabalhos em 

reconhecimento de padrões tem utilizado essa propriedade e obtidos bons resultados, dentre 

eles: 1. Lee at al. (2000), apresenta taxa de erro no percentual de 2.0%, utilizando 20 vetores 

bases, na tarefa de reconhecimento de locutor, enquanto que o método que utiliza análise mel-

cepstral obteve 3.8% de erro; e 2. Kwon e Lee (2004) no estudo de reconhecimento de fonemas, 

                                                             
1 Rua Londrina, 2038, Sibipiruna, Chapadão do Sul-MS. 
* Autor de Correspondência: bruno@cerradosites.com. 
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que utiliza em conjunto o método PCA (Principal Component Analysis) para redução da dimensão 

dos dados, obtiveram taxas de acerto de aproximadamente 50%. 

A última característica que contribuiu para o sucesso do ICA é o algoritmo de ponto 

fixo FastICA, que possibilitou a utilização em larga escala devido sua eficiência computacional 

e ainda a facilidade de implementação. 

Segundo Hyvärinen et al. (2001) em meados de 1980 J. Héraut, C. Jutten e B. Ans 

propuseram um método que utilizava uma simples rede neural e um modelo de descorrelação 

não linear para resolver o problema da codificação de movimento em contração muscular, onde 

sensores, as saídas 𝑥1, 𝑥2, mediam a contração muscular e as entradas 𝑠1, 𝑠2, a posição angular 

e velocidade do movimento. Embora ainda nessa época o nome ICA não tenha sido cogitado, 

o modelo 𝒙(𝑡) = 𝐴𝒔(𝑡) de mistura de fontes, foi utilizado. 

No início década de 90, A. Cichocki e R. Unbehauen, propuseram novos métodos para 

o problema da separação de fontes, introduzindo a técnica conhecida como PCA não-linear. 

No entanto as pesquisas nesta época estavam restritas aos grupos franceses, não tendo 

alcançado interesse internacional. 

Somente em meados dos anos 90, após avanços no campo da otimização estatística, 

cresceu o interesse pela técnica ICA após a publicação do artigo de A. J. Bell e T. J. Sejnowski 

abordando o princípio INFOMAX para a resolução do problema da separação de fontes, com 

a contribuição de S. I. Amari que introduziu a utilização do gradiente natural. Alguns anos mais 

tarde os mesmos autores trabalharam para desenvolvimento do algoritmo de ponto fixo 

FastICA. 

Hoje grande parte das pesquisas em ICA se concentra em universidades da Finlândia, 

Corea e Japão. Na universidade de Helsinki, Finlândia, vários softwares tem sido desenvolvidos 

para a implementação do ICA, inclusive o pacote para MATLAB® denominado FastICA 

(Hyvärinen et al., 2001). 

 

ASPECTOS TEÓRICOS 

 

ANÁLISE DE COMPONENTES INDEPENDENTES 

A Análise de Componentes Independentes (ICA) é um método estatístico multivariado 

inicialmente proposto para resolver o problema da separação de fontes num contexto 

neurofisiológico (Hyvärinen et al., 2001).  



Caminhos da Matemática: História, Educação e Aplicações 
 

 
63 

Neste problema consideramos um sistema MIMO (Multiple-Input-Multiple-Output) onde 

𝑝 sinais de entrada (fontes) são combinados linearmente em 𝑛 sinais de saída (sensores) 

(Cichocki et al., 2009): 

𝑥𝑖 = 𝑎𝑖1𝑠1 + 𝑎𝑖2𝑠2+. . . +𝑎𝑖𝑝𝑠𝑝 ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (1) 

sendo 𝑠𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑝) variáveis latentes mutuamente estatisticamente independentes; 

𝑎𝑖𝑗  (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑚) coeficientes reais que ponderam as fontes para os sinais de mistura 𝑥𝑖, 

sendo estes os únicos valores diretamente observáveis. Em notação matricial/vetorial se tem: 

[
𝑥1
. . .
𝑥𝑛

] = [
𝑎11 . . . 𝑎1𝑝

. . . ⋱ . . .
𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑝

] [
𝑠1
. . .
𝑠𝑝

]  ⇒  𝒙 = 𝐴𝒔 (2) 

onde a matriz 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) é chamada de matriz de mistura. Como seus valores são 

desconhecidos, assim como os das fontes 𝑠𝑖 (dai o nome “separação cega”), resolver o problema 

da Separação Cega de Fontes, Blind Source Separation (BSS) é estimar 𝑊 = 𝐴+ encontrando assim 

os sinais de entrada – as fontes estimadas 𝒔̂, onde 𝐴+ é a pseudo-inversa da matriz 𝐴. Ou seja: 

𝒔̂ = 𝑊𝒙 (3) 

A independência estatística acima mencionada implica que, se 𝜌𝑖(𝑠𝑖) é a função 

densidade de probabilidade marginal de cada fonte 𝑠𝑖  e 𝜌(𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑝) a função densidade de 

probabilidade conjunta das 𝑠𝑖 , então as fontes 𝑠𝑖  são mutuamente estatisticamente 

independentes se, e somente se: 

𝜌(𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑖) = 𝜌1(𝑠1)𝜌2(𝑠2). . . 𝜌𝑝(𝑠𝑝) (4) 

Em outras palavras, dizer que as fontes são estatisticamente independentes significa 

dizer que a informação de uma determinada fonte 𝑠𝑝 não diz nada sobre outra fonte 𝑠𝑞, ou seja, 

as fontes não estão relacionadas.  

Em situações reais, principalmente quando se trata de sinais de voz, essa exigência da 

independência das fontes não restringe a aplicabilidade do método ICA, mas pelo contrário, 

facilita sua implementação visto que sinais naturais geralmente são independentes. 

Outra restrição que se deve considerar diz respeito a distribuição das fontes: que essas 

devem ter distribuição não-gaussiana, ou somente uma das fontes terem distribuição gaussiana. 

Isso se deve ao fato do método ICA utilizar estatísticas de alta ordem, como a curtose, e esta, 

por exemplo, tem valor nulo para variáveis aleatórias com distribuição gaussiana (Hyvärinen et 

al., 2001). 

Para estimar as fontes 𝒔 na equação (2), partindo do modelo 𝒔 = 𝐴+𝒙 = 𝑊𝒙, as 

componentes independentes (ICs) são estimadas considerando uma combinação linear dos 𝑥𝑗, 
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denotada por 𝒚 = 𝒃𝑇𝒙, sendo 𝒃 um vetor a ser determinado. Isso implica que 𝒚 = 𝒃𝑇𝐴𝒔, logo, 

𝒚 também é uma combinação linear dos 𝑠𝑗. Denotando 𝒃𝑇𝐴 por 𝒒𝑇 , tem-se 𝒚 = 𝒃𝑇𝐴𝒔 = 𝒒𝑇𝒔. 

Então se 𝒃 é uma das colunas de 𝑊,  𝒃𝑇𝒙 =

[𝑏1 𝑏2 . . . 𝑏𝑛][𝑥1 𝑥2 𝑥3 . . . 𝑥𝑛]𝑇 = 𝑠𝑗 é uma das ICs, portanto, 𝑠𝑗 = 𝒃𝑇𝒙 =

𝒒𝑇𝒔 ⇒  𝒒 = [0 . . . 1𝑗 . . . 0]𝑇, ou seja, apenas um elemento de 𝒒 é 1 e o restante igual 

a 0. Como 𝐴 é desconhecida, não se pode determinar 𝒃 exatamente, deve-se então estimá-lo.  

Do Teorema Central do Limite, sabe-se que a soma de duas ou mais variáveis aleatórias 

é mais gaussiana que as variáveis originais. Então 𝒚 = 𝒒𝑇𝒔 = 𝑞1𝑠1 + 𝑞2𝑠2+. . . +𝑞𝑝𝑠𝑝 é mais 

gaussiana que qualquer 𝑠𝑗, e torna-se menos gaussiana quando de fato é igual a um dos 𝑠𝑗, o que 

ocorre quando 𝒒 = [0 . . . 1𝑗 . . . 0]𝑇, o que por sua vez implica que todos os 𝑠𝑗 tem 

distribuição idêntica. 

A ideia então é variar os coeficientes de 𝒒 e observar como a distribuição de 𝒚 = 𝒒𝑇𝒔 

muda. Mas como não se conhece 𝒒 faz-se isso com 𝒃𝑇𝒙, variando os coeficientes de 𝒃. Se 

variando os coeficientes de 𝒃, encontra-se um 𝒒 = [0 . . . 1𝑗 . . . 0]𝑇, então se encontra 

uma das ICs 𝑠𝑗.  

Em outras palavras, deve-se encontrar um 𝒒 que tenha a maior quantidade de elementos 

iguais a zero, exceto um, ou seja, caminha-se no sentido de encontrar um vetor 𝒒 que torne a 

distribuição de 𝒚 menos gaussiana (mais não-gaussiana) quanto possível, já que quanto mais 

valores de 𝒒 forem não zero mais próximo a distribuição de y estará da gaussiana, logo, nesse 

sentido se está maximizando a não-gaussianidade. Realizando manipulações algébricas 

concluímos que 𝒃 deve ser tal que: 

𝒃𝑇𝒙 = 𝒒𝑇𝒔 ⇒  𝒃𝑇𝐴𝒔 = 𝒒𝑇𝒔 ⇒  𝒃𝑇𝐴 = 𝒒𝑇  ⇒  (𝒃𝑇𝐴)𝑇 = (𝒒𝑇)𝑇  ⇒  𝐴𝑇𝒃 = 𝒒  (5) 

 

NEGENTROPIA 

Uma medida de não-gaussianidade que pode ser utilizada para estimação da matriz 𝑊 é 

a negentropia, que é baseada numa quantidade da entropia diferencial. A entropia de um vetor 

aleatório 𝑦 com função densidade 𝜌𝑦(𝑦) é definida como 𝐻(𝑦) = −∫𝜌𝑦 (𝜂)𝑙𝑜𝑔𝜌𝑦(𝜂)𝑑𝜂 

então a negentropia é 

𝐽(𝑦) = 𝐻(𝑦𝑔𝑎𝑢𝑠𝑠) − 𝐻(𝑦) (6) 

onde 𝑦𝑔𝑎𝑢𝑠𝑠 é um vetor aleatório gaussiano com mesma correlação e covariância de 𝑦. 𝐽(𝑦) 

goza das seguintes propriedades (Pereira, 2003): i) É sempre não negativa; ii) É zero se, e 
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somente se, 𝑦 tem distribuição gaussiana; iii) É invariante para transformações lineares 

invertíveis e para mudanças de escala. 

Dado o custo computacional para se calcular 𝐽(𝑦) utiliza-se uma aproximação 𝐽(𝑦) ≈
1

12
[ℰ{𝑦3}]2 + 1

48
𝑘𝑢𝑟𝑡(𝑦)2 (Zuben e Attux, 2010), onde ℰ{ . } é a esperança matemática. Porém 

dada a não robustez da curtose, para algumas distribuições de probabilidade, outra aproximação 

é sugerida. Fazendo-se 𝜅1 = 1

12
, 𝜅2 = 1

48
,𝑓(𝑦) = 𝑦3, 𝑔(𝑦) = 𝑦4, resultando em 𝐽(𝑦) ≈

𝜅1[ℰ{𝑓(𝑦)}]2 + 𝜅2[ℰ{𝑔(𝑦) − 𝑔(𝜐)}]2, onde 𝜐 é uma variável gaussiana de média 0 e variância 

1. Portando, a aproximação para a negentropia torna-se (Hyvärinen et. al., 2001): 

𝐽(𝑦) ∝ [ℰ{𝐺(𝑦)} − ℰ{𝐺(𝜐)}]2 (7) 

Algumas escolhas adequadas para a função não-quadrática 𝐺(𝑧), para alguma variável 

aleatória 𝑧 são (Hyvärinen et al., 2001): 𝐺1(𝑧) = 𝜗−1𝑙𝑜𝑔𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜗𝑧) e 𝐺2(𝑧) = −𝑒𝑥𝑝(−𝑧2 2⁄ ), 

onde 1 ≤ 𝜗 ≤ 2. 

 

GRADIENTE DESCENDENTE ESTOCÁSTICO 

Para maximizar a não-gaussianidade utiliza-se o método do Gradiente Descendente 

Estocástico, cujo objetivo é minimizar uma função custo, interativamente, tipicamente dada por 

𝐶(𝒘) = ℰ{𝐺(𝒘𝑇𝒙)} (8) 

sendo 𝒙 um vetor de observação aleatório, e 𝒘 uma das colunas da matriz 𝑊. 

Para isso toma-se um ponto inicial 𝒘(0), computa o gradiente de 𝐶(𝒘) nesse ponto, e 

move-o na direção do gradiente negativo, até que ‖𝒘(𝑡) − 𝒘(𝑡 − 1)‖ atinja um valor pequeno, 

ou seja, caminha-se na direção mais íngreme da curva da função. Tem-se a seguinte regra, para 

𝑡 = 1, 2, …,  e taxa de aprendizagem 𝛼: 

𝒘(𝑡) = 𝒘(𝑡 − 1) − 𝛼(𝑡)
𝜕𝐶(𝒘)

𝜕𝒘
|𝒘=𝒘(𝑡−1) (9) 

Denotando por 𝛥𝒘 = 𝒘(𝑡) − 𝒘(𝑡 − 1) a diferença entre o valor novo e o valor 

anterior de 𝒘, a regra em na equação (9) torna-se: 

𝛥𝒘 = −𝛼
𝜕𝐶(𝒘)

𝜕𝒘
 ⇒  𝛥𝒘 ∝ −  

𝜕𝐶(𝒘)

𝜕𝒘
 (10) 

Isso significa que o vetor 𝛥𝒘 tem a mesma direção do vetor gradiente. No entanto, 

existe um escalar 𝛼 que pode ter seu tamanho ajustado, e este determina o tamanho do passo 

na direção do gradiente negativo. 

A regra de aprendizagem na equação (9) é conhecida como aprendizagem em lote. Como 

a função custo na equação (8) depende do cálculo das médias das amostras, o que pode ser 



Caminhos da Matemática: História, Educação e Aplicações 
 

 
66 

dispendioso computacionalmente, adota-se o paradigma da aprendizagem on-line, onde ao invés 

de considerar as amostras inteiras utiliza-se apenas a última observação do vetor 𝒙, portanto, a 

esperança matemática na equação (8) pode ser descartada e a função custo assume a 

forma 𝐶(𝒘) = 𝐺(𝒘𝑇𝒙) (Hyvärinen et al., 2001). 

Uma desvantagem desse método é que para funções não quadráticas como as 

funções 𝐺1, 𝐺2 acima descritas, que podem possuir vários mínimos locais, as interações no 

algoritmo ocasionalmente conduzem para algum destes extremos locais ao invés dos globais. 

Neste caso, o método não consegue escapar deste extremo e fornece então uma solução que 

não é a desejada. Para evitar este problema escolhas adequadas do valor inicial de 𝒘(0) devem 

ser feitas. O algoritmo FastICA abaixo anunciado, utiliza um vetor aleatório com norma unitária 

para 𝒘(0).  

 

GRADIENTE DESCENDENTE ESTOCÁSTICO UTILIZANDO NEGENTROPIA 

A ideia principal do algoritmo é iniciar 𝒘 aleatoriamente, com norma unitária. Obter a 

direção na qual o valor da negentropia de 𝒚 = 𝒘𝑇𝒙 cresça e mover 𝒘 nessa direção, até que 

convirja, sendo 𝒙 um vetor aleatório que foi branqueado e portanto ℰ{(𝒘𝑇𝒙)2} = ‖𝒘‖2 = 1, 

sendo ‖ . ‖ a norma euclidiana.  

Assim, tomando como função custo a negentropia de 𝒘, ou seja, 𝐶(𝒘) =

 [ ℰ{𝐺(𝒘𝑇𝒙)} −  ℰ{𝐺(𝝂)}]2, e normalizando 𝒘, após cada interação, para que a variância de 

𝒘𝑇𝒙 permaneça constante, pode-se resumir o algoritmo (Hyvärinen et al., 2001) para estimar 𝒘: 

𝛥𝒘 ∝ ℰ{𝐺(𝒘𝑇𝒙)} − ℰ{𝐺(𝝊)} ℰ{𝒙 𝑔(𝒘𝑇𝒙)} (11) 

Para garantir que cada 𝒘 obtido seja diferente é necessário alguma restrição. Toma-se 

portanto uma ortogonalização entre as direções de projeção (Zuben e Attux, 2010), utilizando 

a ortogonalização de Gram-Schmidt com um método deflacionário, onde os vetores 𝒘𝑝 são 

estimados um por um, sendo que após cada interação subtrai-se de 𝒘𝑝+1 as projeções, ou seja, 

𝒘𝑝+1 =  𝒘𝑝+1 −  ∑ (𝒘𝑝+1
𝑇 𝒘𝑗)

𝑝−1
𝑗=1 𝒘𝑗 . 

 

FASTICA 

Utilizando a abordagem de ponto-fixo, pode-se melhorar significativamente o algoritmo 

acima proposto em relação a velocidade de convergência e também a facilidade de 

implementação. Uma interação de ponto-fixo sugerida para o gradiente na equação (11) é 

eliminar a parcela ℰ{𝐺(𝒘𝑇𝒙)} − ℰ{𝐺(𝝊)} da equação, pois esta de qualquer jeito seria 

cancelada pela normalização de 𝒘 que segue na interação, e multiplicar ambos os lados por 𝛼𝒘, 
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o que melhora as propriedades de convergência (Hyvärinen et al., 2001). Deste modo, obtém-se 

a seguinte equação interativa: 

(1 + 𝛼)𝒘 ← ℰ{𝒙𝑔(𝒘𝑇𝒙)} + 𝛼𝒘 

 𝒘 ← 𝒘
‖𝒘‖⁄  

(12) 

Uma escolha adequada de 𝛼 torna FastICA uma aproximação do Método de Newton, 

resolvendo a equação ℰ{𝒙𝑔(𝒘𝑇𝒙)} + 𝛽𝒘 = 0. O resultado fornece enfim um método de 

interação de ponto-fixo (Hyvärinen et al., 2001): 

𝒘 ← ℰ{𝒙𝑔(𝒘𝑇𝒙)} − ℰ{𝒙𝑔′(𝒘𝑇𝒙)}𝒘 (13) 

Abaixo resumimos o algoritmo FastICA, utilizado para obter as colunas 𝒘𝑝 de 𝑊, 

supondo que o vetor 𝒙 foi, antes, branqueado e centralizado (Hyvärinen et al., 2001). 

1. Defina a quantidade 𝑁 de componentes a estimar, e faça 𝑝 ← 1 . 

2. Escolha um valor inicial aleatoriamente, com norma unitária para 𝒘𝑝. 

3. Faça 𝒘𝑝 ← ℰ{𝒙𝑔(𝒘𝑝
𝑇𝒙)} − ℰ{𝒙𝑔′(𝒘𝑝

𝑇𝒙)}𝒘𝑝. 

4. Ortogonalize 𝒘𝑝 fazendo 𝒘𝑝 ← 𝒘𝑝 − ∑ (𝒘𝑝
𝑇𝒘𝑗)

𝑝−1
𝑗=1 𝒘𝑗 . 

5. Normalize 𝒘𝑝 fazendo 𝒘𝑝 ←
𝒘𝑝

‖𝒘𝑝‖
. Se 𝒘𝑝 não convergir1 volte para o passo 3. 

6. Faça 𝑝 ← 𝑝 + 1. Enquanto 𝑝 ≤ 𝑁 volte ao passo 2. 

 

ANÁLISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS 

A Análise de Componentes Principais (PCA) é uma transformação linear capaz de 

descorrelacionar variáveis correlacionadas projetando-as em um espaço de menor dimensão, 

onde cada dimensão é denominada de Componente Principal, sendo que a primeira 

componente principal tem a maior variabilidade dos dados, a segunda componente é 

perpendicular a primeira e tem a segunda maior variabilidade e assim sucessivamente (Loesch e 

Hoeltgebaum, 2012). 

Dado um vetor aleatório 𝒙 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑝]𝑇, com média zero e variância unitária, 

afim de obter as componentes principais (PCs), primeiro determinam-se os autovalores 𝜆𝑖 na 

equação característica: 

|𝐶𝑥 − 𝜆𝐼| = 0 (14) 

sendo 𝐶𝑥 a matriz de covariância de 𝒙, assim definida para 𝑝 variáveis: 

                                                             
1 𝒘𝑝 convergirá quanto o valor novo de 𝑤𝑝 e o anterior tiverem a mesma direção, isto é, o valor do produto 
escalar é aproximadamente igual a 1. 
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𝐶𝒙 =

[
 
 
 

1 𝑐12 . . . 𝑐1𝑝

𝑐21 1 . . . 𝑐2𝑝

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑝1 𝑐𝑝2 . . . 1 ]

 
 
 

= ℰ{(𝒙 − 𝑚𝑥)(𝒙 − 𝑚𝑥)𝑇} (15) 

onde 𝑐𝑖𝑗 = ℰ{(𝑥𝑖 − 𝑚𝑖)(𝑥𝑗 − 𝑚𝑗)} é a covariância de 𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑚𝑘 a média de 𝑥𝑘, e ℰ{𝑥𝑖𝑥𝑗} =

∫ 𝑥𝑖
∞
−∞ 𝑥𝑗𝜌𝒙(𝒙) 𝑑𝒙 a esperança de 𝑥𝑖, 𝑥𝑗. 

Os autovalores obtidos satisfazem a desigualdade 𝜆1 > 𝜆2 >. . . > 𝜆𝑝. Associado a cada 

autovalor 𝜆𝑖  tem-se um autovetor 𝒗𝑖 = [𝑣𝑖1 𝑣𝑖2 . . . 𝑣𝑖𝑝]𝑇. Logo, a 𝑖-ésima componente 

principal será 𝒚𝑖 = 𝒗𝑖𝒙𝑇 , o que mostra que os eixos do novo sistema de coordenadas no qual a 

PCA está projetando os dados, estão na direção dos autovetores 𝒗𝑖 . 

Se 𝑣𝑎𝑟(𝒙) denota a variância da variável 𝒙, então teremos 𝑣𝑎𝑟(𝑦1) > 𝑣𝑎𝑟(𝑦2) >. . . >

𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑝). Como as PCs são descorrelacionadas 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 0, sendo 𝑐𝑜𝑟𝑟(. ) a correlação 

entre as variáveis, então, 𝑦1 é a primeira componente, 𝑦2 a segunda e assim por diante. 

A técnica da PCA pode ser utilizada como pré-processamento na implementação do 

método ICA: 1. Projetando os dados em um subespaço de menor dimensão, o que reduz 

algumas componentes menos significativas (Green et al., 2002); e 2. Realizando o 

branqueamento dos dados (Zeman, 2000). 

O branqueamento é uma técnica de pré-processamento implementada na maioria dos 

algoritmos ICA. Ela é útil, pois após a transformação de branqueamento a matriz de separação 

𝑊 é ortogonal. Assim, os algoritmos ICA restringem sua busca ao espaço das matrizes 

ortogonais, o que por sua vez reduz o número de parâmetros livres do sistema. Além disso, tais 

matrizes induzem ao surgimento de propriedades numéricas importantes como maior 

velocidade de convergência e estabilidade se comparado ao espaço das matrizes em geral 

(Hyvärinen, 2014). 

Uma variável aleatória 𝑥 é dita branca, por definição, se os elementos dessa variável tem 

variância unitária e são descorrelacionados, ou seja, ℰ{𝒙𝒙𝑇} = 𝐼. Então, dado um vetor aleatório 

𝑥 = [𝑥1  𝑥2 … 𝑥𝑛] com média zero, uma transformação 𝐵 de branqueamento é tal que 𝒛 = 𝐵𝒙 

é branco, onde  

𝐵 = 𝐷−1/2𝑉𝑇 (16) 

sendo 𝑉 = [𝑣1 𝑣2 … 𝑣𝑛] uma matriz de autovetores tendo norma unitária, e 𝐷 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1 𝜆2 … 𝜆𝑛) uma matriz diagonal com os autovalores da matriz de covariância 𝐶𝒙. 

 

EXTRAÇÃO DE CARACTERÍSTICAS 
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Em geral métodos de extração de características procuram uma metodologia para 

representar certos dados de alguma forma mais conveniente para determinada finalidade. O 

objetivo principal na extração de características baseada em ICA é encontrar uma transformação 

linear tal que os coeficientes resultantes, sejam tão estatisticamente independentes quanto 

possível (Kwon e Lee, 2004). 

Pelos artigos de Lee et al. (2000) e Hyvärinen et al. (1999), para extrair características de 

um sinal 𝒙 consideramos este sinal segmentado 𝒙 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛]𝑇, e aplicamos o 

algoritmo ICA para obter componentes independentes 𝒖 de 𝒙, pela transformação linear: 

𝒖 = 𝑊𝒙 (17) 

O algoritmo ICA assume que o sinal observado 𝒙 é uma combinação linear dos 

componentes 𝒖, ou seja: 

𝒙 = 𝑊+𝒖 (18) 

O objetivo é então estimar 𝑊 obtendo 𝑊+, tal que, 𝑊+𝑊 = 𝛬𝑃, sendo 𝑃 uma matriz 

de permutação e 𝛬 uma matriz diagonal de escala. Portando, quando as saídas 𝒖 são as fontes 

𝒔, ou seja, 𝒖 = 𝛬𝑃𝒔, alteradas sua ordem e multiplicadas por alguma constante, as funções base 

(vetores características), são as colunas da matriz 𝑊 (Bell e Sejnowski, 1996), onde 𝒔 são as 

fontes originais. 

As Figuras 1 e 2 exibem a forma de onda de um sinal de voz e seus vetores 

característicos, respectivamente (Kwon & Lee, 2004). Tais vetores foram obtidos atualizando as 

matrizes de separação a cada 1000 segmentos, e estão ordenados pela norma 𝑙2, assim definida 

‖𝐴‖2 = √∑ |𝑎𝑖𝑗|
2𝑛

𝑖,𝑗=1 . 

 
Figura 1. Forma de onda de um sinal de voz. Fonte: Kwon e Lee (2004). 
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Figura 2. Vetores Característicos do sinal de voz exibido na figura anterior. Fonte: Kwon e 
Lee, (2004). 

 

 

REDUÇÃO DE RUÍDO BASEADO NA ICA 

 

CODIFICAÇÃO ESPARSA 

Nos métodos de codificação esparsa, uma variável aleatória com média zero é dita 

esparsa quando sua função densidade de probabilidade (f.d.p) tem um pico em zero e caudas 

pesadas, ou seja, uma distribuição supergaussiana (Hyvärinen et al., 2001). Como pode ser 

observado na Figura 3 que exibe algumas formas de ondas de sinais de voz e seus respectivos 

histogramas, sinais de voz tem esse tipo distribuição. 

O método ICA se assemelha a codificação esparsa no sentido que seu objetivo é 

encontrar as direções em que as componentes descorrelacionadas são tão não-gaussianas quanto 

possível, enquanto que na codificação esparsa o objetivo é encontrar as componentes tão 
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esparsas quanto possível. Quando as componentes são esparsas, que é o caso de sinais de voz, 

então o ICA busca componentes descorrelacionadas tão esparsas quando possível. Na Figura 3 

estão ilustrados três sinais de voz e as respectivas densidades, onde pode-se observar um pico 

em zero, já que a média foi removida. 

 

Figura 3. Formas de onda de sinais de voz e seus respectivos histogramas. Fonte: Autor do 
trabalho. 

 

Em um sinal contaminado por ruído aditivo gaussiano, as componentes esparsas têm 

valores absolutos próximos de zero. Então, estas podem ser consideradas puramente ruído. Para 

a redução de ruído tenta-se, utilizando uma abordagem de limiar suave, encolher essas 

componentes esparsas, semelhante ao método Wavelet Shrinkage (Hyvärinen et al.,1999). 

 

ESTIMADOR PARA REDUÇÃO DE RUÍDO 

Para a tarefa de redução de ruído gaussiano de variáveis aleatórias não-gaussianas, que é 

o caso considerado aqui, deve-se utilizar o estimador MAP (Maximum a porteriori estimator), θ̂𝑀𝐴𝑃 

que é definido como o vetor de parâmetro 𝜽 que maximiza a densidade 𝜌𝜃|𝑥(𝜃|𝑥𝑇) =

𝜌𝑥|𝜃(𝑥𝑇|𝜃)𝜌𝜃(𝜃)

𝜌𝑥(𝑥𝑇)
 de 𝜽 dada as medições de 𝑥𝑇, sendo θ̂𝑀𝐴𝑃  o valor de ocorrência mais provável 

do vetor de parâmetros 𝜽 dos dados de 𝒙𝑇 (Hyvärinen et al., 2001). 

Considera-se o sinal ruidoso 𝒙̃ formado pelo sinal limpo 𝒙 e ruído gaussiano 𝝂 com 

média zero e variância 𝜎2: 

𝒙̃ = 𝒙 + 𝝂 (19) 
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O estimador MAP pode então ser aplicado para fornecer uma versão com ruído 

reduzido 𝒙̂, do sinal ruidoso 𝒙̃, sendo que este estimador fornece a seguinte estimação 

𝒙̂ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝒙

[
1

2𝜎2
(𝒙̃ − 𝒙)2 + 𝑓(𝒙)] (20) 

onde 𝑓(𝒙) = −𝑙𝑜𝑔𝜌(𝒙) é o logaritmo negativo da função densidade de probabilidade de 𝒙.  

Supondo 𝑓 estritamente convexa e diferenciável, a minimização na equação (20) é 

equivalente a resolver a equação 
1

𝜎2
(𝒙̂ − 𝒙̃) + 𝑓′(𝒙̂) = 0 (Hyvärinen et al., 1999) que fornece a 

função de encolhimento ℎ(𝒙̃) 

𝒙̂ =  𝒙̃ − 𝜎2𝑓′(𝒙̂) = ℎ(𝒙̃) (21) 

que tem a seguinte inversa 

ℎ(𝒙)−1 = 𝒙 + 𝜎2𝑓′(𝒙) (22) 

Em casos onde a inversa na equação acima não possa ser calcula, uma aproximação é 

sugerida por Hyvärinen et al. (1999): 

𝒙̂𝑜 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝒙̃)max (0, |𝒙̃| −  𝜎2|𝑓′(𝒙̃)|) (23) 

sendo 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝒙̃) o sinal de 𝒙̃, e max(∙) o valor máximo do vetor. 

Como pode ser observado na equação (22) o cálculo da inversa da função de 

encolhimento depende do sinal 𝒙, no entanto, não temos esse sinal disponível, mas somente o 

sinal ruidoso 𝒙̃. Hyvärinen et al. (1999) sugere neste caso a utilização de algum sinal livre de 

ruído com as mesmas características estatísticas que 𝒙 para obter ℎ(𝒙)−1. 

 

ALGORITMO PARA REDUÇÃO DE RUÍDO 

Resumindo o algoritmo para redução de ruído temos os seguintes passos (Lee et al., 

2000): 

1. Forneça como entrada para o algoritmo FastICA (ou algum outro algoritmo 

ICA) o sinal ruidoso 𝒙̃ com segmentos de tamanho 𝑛, para obter uma matriz 𝑊𝑛x𝑛 . 

2. Estime as funções de encolhimento ℎ𝑖 para cada vetor base (colunas da matriz 

de separação 𝑊), ou utilize a aproximação dada na equação (23). 

3. Calcule os coeficientes ruidosos 𝒚 do sinal ruidoso 𝒙, ou seja, 𝒚 = 𝑊𝒙̃. 

4. Obtenha os coeficientes sem ruído 𝒔̂ = ℎ(𝒚). 

5. Recupera-se o sinal com ruído reduzido 𝒙 = 𝑊−1𝒔̂. 

 

Os resultados obtidos por Lee et al. (2000) estão exibidos na Figura 4. 
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Figura 4. Resultados da redução de ruído implementada por Lee et. al. (2000). Fonte: 
Adaptado de Lee et al. (2000) com legendas traduzidas pelo autor. 

 

 

CONCLUSÃO 

A Análise de Componentes Independentes permite a extração de vetores de 

características de sinais de voz, que por sua vez podem ser utilizados para diversas finalidades, 

como na remoção de ruído, e permitem uma representação eficiente destes sinais.  

O fato de utilizar estatísticas de ordem superior faz com que este método seja vantajoso, 

pois algumas informações relevantes dos sinais não são possíveis de serem analisadas utilizando 

estatísticas de ordem menor que três. A estrutura de fase, que contém as informações espaciais 

e temporais, as características do sinal, por exemplo, são perceptíveis somente pelas estatísticas 

de alta ordem. Na tarefa de reconhecimento de locutor, os métodos baseados em ICA tem 

mostrado vantagem em relação aos métodos baseados na análise cepstral. 
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